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♥❡♥/❡ ❜❡❞✐♥❣/✳ ❆✉❝❤ ❣✐❜/ ❡2 ❤♦❝❤2♣❡③✐❛❧✐2✐❡&/❡ ▼✉2❦❡❧♣❛&/✐❡♥✱ ✇✐❡ ❞✐❡ ❆✉❣❡♥♠✉2❦✉❧❛/✉&
♦❞❡& ❞❡& ❍❡&③♠✉2❦❡❧✱ ❞✐❡ ❡✐♥❡ ❡✐♥❞❡✉/✐❣❡ ❱❡&❤G❧/♥✐2✈❡&2❝❤✐❡❜✉♥❣ ❛✉❢✇❡✐2❡♥✳
✶
✶ µm =
1
1.000
mm
✺
✷✳✷✳ ▼②♦✜❜'✐❧❧*'❡ ❆❚.❛0❡✲❋*'❜✉♥❣
❩✉" ❯♥%❡"'❝❤❡✐❞✉♥❣ ❞❡" ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❩❡❧❧%②♣❡♥ ❣✐❧% ❞✐❡ ♠②♦✜❜"✐❧❧5"❡ ❆❚8❛'❡✲❋5"❜✉♥❣ ❛❧' ❞❛'
✇✐❝❤%✐❣'%❡ ✉♥❞ ❦♦♥'%❛♥%❡'%❡ ❤✐'%♦❝❤❡♠✐'❝❤❡
✷
❱❡"❢❛❤"❡♥ ❬❙❝❤✽✷❪✳ ●"✉♥❞❧❛❣❡ ✐'% ❞❛❜❡✐ ❞✐❡
❊"❦❡♥♥%♥✐'✱ ❞❛'' ❞✐❡ ❑♦♥%"❛❦%✐♦♥'❣❡'❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐% ❞❡" ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ▼✉'❦❡❧❢❛'❡"♥ ✐♥ ❞✐"❡❦%❡♠
❩✉'❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ♠✐% ❞❡" ❆❦%✐✈✐%5% ✐❤"❡" ♠②♦✜❜"✐❧❧5"❡♥ ❆❞❡♥♦'✐♥%"✐♣❤♦'♣❤❛%❛'❡ ✭❆❚8❛'❡✮
'%❡❤%✳
▼②♦'✐♥ ✐'% ❞❛❜❡✐ ❡✐♥ 8"♦%❡✐♥✱ ✇❡❧❝❤❡' ✐♥ ▼✉'❦❡❧♥ ❊♥❡"❣✐❡ ✐♥ ❑"❛❢% ✉♠'❡%③% ✉♥❞ ❇❡'%❛♥❞✲
%❡✐❧ ❞❡' ❦♦♥%"❛❦%✐♦♥'❢5❤✐❣❡♥ ❆❜'❝❤♥✐%%' ❡✐♥❡" ▼②♦✜❜%✐❧❧❡ ✐'%✳ ❉✐❡'❡ ▼②♦✜❜"✐❧❧❡♥ '✐♥❞ ❩❡❧❧✲
♦"❣❛♥❡❧❧❡♥
✸
✱ ✇❡❧❝❤❡ ❡' ❡✐♥❡" ▼✉'❦❡❧③❡❧❧❡ ❡"♠P❣❧✐❝❤❡♥✱ '✐❝❤ ❛❦%✐✈ ③✉ ✈❡"❦Q"③❡♥✳ ❇Q♥❞❡❧
❞✐❡'❡" ❛✉❝❤ ❛❧' ▼✉'❦❡❧✜❜"✐❧❧❡♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡%❡♥ ❋✉♥❦%✐♦♥'❡✐♥❤❡✐%❡♥ ❜✐❧❞❡♥ ❡✐♥❡ ▼✉'❦❡❧❢❛'❡"✳
❆❧' ❊♥❡"❣✐❡ ❢Q" ③❡❧❧✐♥%❡"♥❡ 8"♦③❡''❡ ✇✐"❞ ❞❛' ▼♦❧❡❦Q❧ ❆❞❡♥♦'✐♥%"✐♣❤♦'♣❤❛% ✭❆❚8✮ ❜❡♥P✲
%✐❣%✱ ✇❡❧❝❤❡' ❛✉' ❞"❡✐ ✈❡"'❝❤✐❡❞❡♥❡♥ 8❤♦'♣❤❛%❡♥ ❜❡'%❡❤%✳ ❯♠ ❞❛"❛✉' ❊♥❡"❣✐❡ ③✉ ❣❡✇✐♥♥❡♥✱
♠Q''❡♥ ❞✐❡ 8❤♦'♣❤❛%❡ ✇✐❡❞❡" ❣❡%"❡♥♥% ✇❡"❞❡♥✳ ❉✐❡' ❣❡'❝❤✐❡❤% ❞✉"❝❤ ❞❛' ❊♥③②♠ ❆❚8❛'❡✳
❆❧❧ ❞✐❡'❡ ❊♥③②♠❡ ✉♥❞ 8"♦%❡✐♥❡ ❦P♥♥❡♥ ✐♥ ✉♥%❡"'❝❤✐❡❞❧✐❝❤'%❡" ❋♦"♠ ❛✉❢%"❡%❡♥✳ ❯♠ ❞✐❡✲
'❡♠ ❯♠'%❛♥❞ ❘❡❝❤♥✉♥❣ ③✉ %"❛❣❡♥✱ ♠✉'' ❞✐❡ ✐♥ ❆❜'❝❤♥✐%% ✷✳✶ ❣❡%"♦✛❡♥❡ ❊✐♥%❡✐❧✉♥❣ ❞❡"
▼✉'❦❡❧❢❛'❡"%②♣❡♥ ❡%✇❛' ✈❡"❢❡✐♥❡"% ✇❡"❞❡♥✳
❉✐❡ ❚②♣✲■■✲❋❛'❡"♥ ✇❡"❞❡♥ ♥♦❝❤ ❡✐♥♠❛❧ ✐♥ ❞"❡✐ ❯♥%❡"❣"✉♣♣❡♥ ✉♥%❡"%❡✐❧%✱ ✐♥ ❞✐❡ '❝❤♥❡❧❧❡♥
✭❆✮ ✉♥❞ ❞✐❡ ❧❛♥❣'❛♠❡♥ ✭❇✮ ❩✉❝❦❢❛'❡"♥ '♦✇✐❡ ❞✐❡ ❚♦♥✉'❢❛'❡"♥ ✭❈✮✳ ❉✐❡ ❯♥%❡"'❝❤❡✐❞✉♥❣
❜❡"✉❤% ③✉♠ ❡✐♥❡♥ ❛✉❢ ❞❡" ❆"% ❞❡' ❛✉❢%"❡%❡♥❞❡♥ ▼②♦'✐♥'✱ ③✉♠ ❛♥❞❡"❡♥ ❛✉❢ ❞❡" ❆♥❜✐♥✲
❞✉♥❣ ❛♥ ❞❛' ◆❡"✈❡♥'②'%❡♠ ❬❍❍✵✸❪✳ ❙♦ ❡♥%❤❛❧%❡♥ ❚②♣✲■ ❩❡❧❧❡♥ ❛✉''❝❤❧✐❡ß❧✐❝❤ ❧❛♥❣'❛♠❡'
▼②♦'✐♥✱ ❚②♣✲■■✲❆ ✉♥❞ ❚②♣✲■■✲❇ ♥✉" "❛'❝❤❡' ✉♥❞ ❚②♣✲■■✲❈ ❜❡✐❞❡ ❆"%❡♥ ❞✐❡'❡' 8"♦%❡✐♥'✳
❉❡' ❲❡✐%❡"❡♥ ❡"❦❛♥♥%❡ ♠❛♥✱ ❞❛'' ❞✐❡ ❆❚8❛'❡ ✐♥ '❝❤♥❡❧❧❡♥ ❩❡❧❧❡♥ ❞"❡✐ ♠❛❧ '♦ ❛❦%✐✈ ✇✐❡ ✐♥
❧❛♥❣'❛♠❡♥ ✐'% ✉♥❞ ❞❛' ❊♥③②♠ ✐♥ ❞❡♥ '❝❤♥❡❧❧❡♥ ❩❡❧❧❡♥ ❛❧❦❛❧✐'%❛❜✐❧ ✉♥❞ '5✉"❡❧❛❜✐❧✱ ✐♥ ❧❛♥❣✲
'❛♠❡♥ ❣❡♥❛✉ ✉♠❣❡❦❡❤"% ✲ ❛❧'♦ ❛❧❦❛❧✐❧❛❜✐❧ ✉♥❞ '5✉"❡'%❛❜✐❧ ✐'%✳ ❆✉' ❞✐❡'❡♠ ❲✐''❡♥ ❤❡"❛✉'
❡♥%✇✐❝❦❡❧%❡♥ ❇!♦♦❦❡ ✉♥❞ ❑❛✐(❡! ✶✾✼✵ ❬❇▼✼✵❪ ❞❛' ❱❡"❢❛❤"❡♥ ③✉" ❋5"❜✉♥❣ ❞❡" ❆❚8❛'❡
✉♥❞ ❞❛♠✐% ③✉" ❯♥%❡"'❝❤❡✐❞✉♥❣ ❞❡" ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❯♥%❡"%②♣❡♥✳
❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✷✳✶✳ ✕ ❇❡✐$♣✐❡❧❡ ❢() ❡✐♥❡ ❆❚-❛$❡ ❋0)❜✉♥❣
✷
❍✐$5♦❝❤❡♠✐❡✿ ❲✐$$❡♥$❝❤❛❢5 ✈♦♠ ❝❤❡♠✐$❝❤❡♥ ❆✉❢❜❛✉ ✉♥❞ ✈♦♥ ❝❤❡♠✐$❝❤❡♥ -)♦③❡$$❡♥ ✐♥ ●❡✇❡❜❡
✸
❖)❣❛♥❡❧❧❡♥ $✐♥❞ ❛❜❣❡❣)❡♥③5❡ ❋✉♥❦5✐♦♥$❡✐♥❤❡✐5❡♥ ❡✐♥❡) ❩❡❧❧❡
✻
❉✉"❝❤ ❞✐❡ ❱♦"❜❡❤❛♥❞❧✉♥❣ ❞❡" ✈♦"❤❡" ❡✐♥❣❡❢"♦"❡♥❡♥ ▼✉2❦❡❧2❝❤♥✐44❡ ♠✐4 ✈❡"2❝❤✐❡❞❡♥ 2❛✉✲
"❡♥ ♦❞❡" ❛❧❦❛❧✐2❝❤❡♥ ▲82✉♥❣❡♥
✹
✇❡"❞❡♥ ❞✐❡ ❊✐❣❡♥2❝❤❛❢4❡♥ ❞❡" ;"<♣❛"❛4❡ 2♦ ✈❡"<♥❞❡"4✱
❞❛22 ❞✐❡ ❆❚;❛2❡ 4②♣2♣❡③✐✜2❝❤ ❡✐♥❣❡❢<"❜4 ✇❡"❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❉✐❡2❡" ❱♦"❣❛♥❣ ✇✐"❞ ❛❧2  !"✐♥✲
❦✉❜❛*✐♦♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡4✳ ❉✐❡ ❣❡♥❛✉❡♥ ❩✉2❛♠♠❡♥2❡4③✉♥❣❡♥ ❞❡" ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ▲82✉♥❣❡♥ ❦8♥♥❡♥
✐♥ ❬❙❝❤✽✷❪ ❛✉❢ ❞❡♥ ❙❡✐4❡♥ ✾ ❜✐2 ✶✸ ❡✐♥❣❡2❡❤❡♥ ✇❡"❞❡♥✳ ❆✉2 ❞✐❡2❡♠ ❋<"❜❡✈❡"❢❛❤"❡♥ ❡"❣❡✲
❜❡♥ 2✐❝❤ ❛❧2 ❊♥❞"❡2✉❧4❛4 ❞✐❡ ✉♥4❡"2❝❤✐❡❞❧✐❝❤ 24❛"❦ ❛❜❣❡❞✉♥❦❡❧4❡♥ ❩❡❧❧❡♥ ✭2✐❡❤❡ ❆❜❜✳ ✷✳✶✮✳
❊✐♥❡ Q❜❡"2✐❝❤4 R❜❡" ❞✐❡ ✈❡"✇❡♥❞❡4❡ ▲82✉♥❣ ✉♥❞ ❞✐❡ ❞❛"❛✉2 "❡2✉❧4✐❡"❡♥❞❡ 4②♣2♣❡③✐✜2❝❤❡
❋<"❜✉♥❣ ③❡✐❣4 ❚❛❜❡❧❧❡ ✷✳✶✳ ❇❡✐ ❞❡" ❩✉♦"❞♥✉♥❣ ③✉ ❞❡♥ ❋❛2❡"4②♣❡♥ ✐24 ❞✐❡ ❋<"❜❡♠❡4❤♦❞❡
❥❡❞♦❝❤ ♥✐❝❤4 ✐♠♠❡" ❡✐♥❞❡✉4✐❣✱ ❞❛ ❡2 ❡✐♥✐❣❡♥ ❩❡❧❧❡♥ ♠8❣❧✐❝❤ ✐24 ✐❤"❡♥ ❚②♣ ③✉ <♥❞❡"♥✳
▼✉"❦❡❧❢❛"❡()②♣ ■ ■■✲❆ ■■✲❇ ■■✲❈
❙4❛♥❞❛"❞ ❆❚;❛2❡ ❜❡✐
♣❍ ✾✱✹
❆❚;❛2❡ ♥❛❝❤ ;"<✐♥❦✉✲
❜❛4✐♦♥ ❜❡✐ ♣❍ ✹✱✻
❆❚;❛2❡ ♥❛❝❤ ;"<✐♥❦✉✲
❜❛4✐♦♥ ❜❡✐ ♣❍ ✹✱✸
❚❛❜❡❧❧❡ ✷✳✶✳ ✕ ▼✉#❦❡❧❢❛#❡)*②♣❡♥❢.)❜✉♥❣ ♥❛❝❤ ❬❙❝❤✽✷❪
❉❛2 ❢R" ❞✐❡ ❙❡❣♠❡♥4✐❡"✉♥❣ ❜❡♥84✐❣4❡ ❱❡"❢❛❤"❡♥ ♠✉22 2♦♠✐4 ❞✐✛❡"❡♥③✐❡"❡♥❞❡ ❋<"❜✉♥❣❡♥
✉♥❞ ✉♥4❡"2❝❤✐❡❞❧✐❝❤24❡ ❩❡❧❧❢♦"♠❡♥ ❜❡❤❛♥❞❡❧♥ ❦8♥♥❡♥✳ ❩✉❞❡♠ 2♦❧❧4❡ ❡2 "♦❜✉24 ❣❡❣❡♥ ❙48✲
"✉♥❣❡♥ ✐♠ ❇✐❧❞ 2❡✐♥✳ ❙❝❤♠✉4③♣❛"4✐❦❡❧✱ 2❝❤❧❡❝❤4❡ ❋<"❜✉♥❣ ♦❞❡" ❩❡❧❧"R❝❦24<♥❞❡ ❡"2❝❤✇❡"❡♥
❞❡♥ ❙❡❣♠❡♥4✐❡"✉♥❣2♣"♦③❡22✳ ❩✉" ✜♥❛❧❡♥ ■♥4❡"♣"❡4❛4✐♦♥ ❞❡" ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❇✐❧❞❡" ♠✉22 ✐♠♠❡"
❞❡" ❑♦♥4❡①4 R❜❡" ❞✐❡ ❊"24❡❧❧✉♥❣ ❤❡"❛♥❣❡③♦❣❡♥ ✇❡"❞❡♥✳
✹
♣❍ ❁ ✼ ⇒ #❛✉❡) ♣❍ ❂ ✼ ⇒ ♥❡✉*)❛❧ ✭❲❛##❡)✮ ♣❍ ❃ ✼ ⇒ ❛❧❦❛❧✐#❝❤
✼
✸✳ ❍❛✉♣&❦♦♠♣♦♥❡♥&❡♥❛♥❛❧②.❡
❉✐❡ ❍❛✉♣'❦♦♠♣♦♥❡♥'❡♥❛♥❛❧②.❡ ✭❡♥❣❧✐.❝❤ ♣!✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥* ❛♥❛❧②,✐, ✲ 4❈❆✮ ✐.' ❡✐♥❡
♠✉❧'✐✈❛9✐❛'❡ ✉♥❞ ✈❛9✐❛❜❧❡♥♦9✐❡♥'✐❡9'❡ ❚❡❝❤♥✐❦✳ ❲❡✐'❡9❤✐♥ ✐.' .✐❡ ❛✉❝❤ ✉♥'❡9 ❞❡♠ ◆❛♠❡♥
❑❛!❤✉♠❡♥✲▲♦2✈❡✲❚!❛♥,❢♦!♠❛*✐♦♥ ❜❡❦❛♥♥' ✉♥❞ ❦❛♥♥ ❛❧. ▼❡9❦♠❛❧.'9❛♥.❢♦9♠❛'✐♦♥.✈❡9❢❛❤✲
9❡♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡' ✇❡9❞❡♥ ❬❑❛9✹✼❪✳
❩✐❡❧ ✐.' ❡.✱ ❛✉. ❡✐♥❡9 ▼❡♥❣❡ ✉♥❛❜❤K♥❣✐❣❡9 ❱❛9✐❛❜❧❡♥ ♦❞❡9 49✐♠K9♠❡9❦♠❛❧❡♥ ✇❡♥✐❣❡ ♥❡✉❡✱
❣❡❡✐❣♥❡'❡ ❱❛9✐❛❜❧❡♥ ♦❞❡9 ❙❡❦✉♥❞K9♠❡9❦♠❛❧❡ ③✉ ❡9♠✐''❡❧♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ❆✉.❣❛♥❣.❞❛'❡♥
♠N❣❧✐❝❤.' ❣❡♥❛✉ ❛♣♣9♦①✐♠✐❡9❡♥ ❬❘❍✾✺❪✳ ❍✐❡9③✉ ✇✐9❞ ❞✐❡ ❘❡❞✉♥❞❛♥③ ✐♥ ❜③✇✳ ❞✐❡ ❑♦9✲
9❡❧❛'✐♦♥ ✭.✐❡❤❡ ✸✳✶✳✶✮ ✈♦♥ ③✉♠ ❚❡✐❧ ❤♦❝❤❞✐♠❡♥.✐♦♥❛❧❡♥ ❉❛'❡♥.K'③❡♥ ❛✉.❣❡♥✉'③'✳ ❊. ✇✐9❞
❛❧.♦ ❡✐♥❡ ▼❡♥❣❡ ❦♦99❡❧✐❡9'❡9 ❉❛'❡♥ ❞✉9❝❤ ■♥❢♦9♠❛'✐♦♥.✈❡9❞✐❝❤'✉♥❣ ✐♥ ❡✐♥❡ ▼❡♥❣❡ ✉♥❦♦99❡✲
❧✐❡9'❡9 ❉❛'❡♥ ✉♠❣❡✇❛♥❞❡❧'✱ ✇❡❧❝❤❡ ❡✐♥ ❤♦❤❡. ▼❛ß ❞❡9 ●❡.❛♠'✈❛9✐❛♥③ ❛❜❞❡❝❦'✳ ❉✐❡.❡ ♥❡✉❡
▼❡♥❣❡ ✇✐9❞ ❛✉. ❛❧❧❡♥ ✈♦9❤❛♥❞❡♥❡♥ ❱❛9✐❛❜❧❡♥ ❣❡♥❡9✐❡9'✱ .♦❞❛.. ❡✐♥❡ ❡①❛❦'❡ ❘❡♣9K.❡♥'❛✲
'✐♦♥ ❞❡9 ❆✉.❣❛♥❣.❞❛'❡♥ ♠N❣❧✐❝❤ ✐.'✱ .♦❢❡9♥ ♠❛♥ ❛❧❧❡ ♥❡✉❡♥ ❑♦♠♣♦♥❡♥'❡♥ ♠✐' ❡✐♥❜❡③✐❡❤'
❬❈❊✸✻❪✳ ❉✐❡ ❊✐❣❡♥.❝❤❛❢'✱ ✇❡❧❝❤❡ .✐❝❤ ❞✐❡.❡ ❆9❜❡✐' ❤❛✉♣'.K❝❤❧✐❝❤ ③✉ ◆✉'③❡♥ ♠❛❝❤'✱ ✐.'
❞✐❡ ❘❡❞✉③✐❡9✉♥❣ ❞❡9 ❉✐♠❡♥.✐♦♥ ❞❡. ❱❛9✐❛❜❧❡♥9❛✉♠. ❛✉❢ ❡✐♥❡ ✐♠ ❆❧❧❣❡♠❡✐♥❡♥ ❡9❤❡❜❧✐❝❤
❦❧❡✐♥❡9❡ ❉✐♠❡♥.✐♦♥✱ ♦❤♥❡ ❞❛❜❡✐ ❛❧❧③✉ ✈✐❡❧ ■♥❢♦9♠❛'✐♦♥❡♥ ③✉ ✈❡9❧✐❡9❡♥✳
❊. ❡9❣❡❜❡♥ .✐❝❤ ♥❡✉❡ .'❛'✐.'✐.❝❤❡ ❱❛9✐❛❜❧❡♥ ♠✐' ❛✉❢ ❞❡♥ ❖9✐❣✐♥❛❧❞❛'❡♥ ❣[❧'✐❣❡♥ ❊✐❣❡♥✲
.❝❤❛❢'❡♥ ❬❇N❦✵✺❪✳ ❉✐❡.❡ .✐♥❞ ❥❡❞♦❝❤ ❛❧. ❛❜.'9❛❦'❡ ❑♦♥.'9✉❦'❡ ③✉ ❜❡'9❛❝❤'❡♥✱ [❜❡9 ❞❡♥❡♥
.✐❝❤ ✉♥♠✐**❡❧❜❛!❡ ✐♥❤❛❧'❧✐❝❤❡ ■♥'❡9♣9❡'❛'✐♦♥❡♥ .❡❤9 .❝❤✇❡9 '9❡✛❡♥ ❧❛..❡♥✳ ❏❡❞♦❝❤ ✐.' ❞✐❡
❊♥'9♦♣✐❡ ✲ ❛❧.♦ ❞❡9 ♠✐''❧❡9❡ ■♥❢♦9♠❛'✐♦♥.❣❡❤❛❧' ❡✐♥❡9 .♦❧❝❤❡♥ ❱❛9✐❛❜❧❡ ✲ ♠❡✐.' ❤N❤❡9 ❛❧.
❞✐❡ ❞❡9 ✉9.♣9[♥❣❧✐❝❤❡♥ ▼❡..✈❛9✐❛❜❧❡♥ ❬❍♦'✸✸❪✳
❉❛ ❞❛. ❣❡.❛♠'❡ ❱❡9❢❛❤9❡♥ ❛✉❢ ❞❡9 ❆♥♥❛❤♠❡ ✈♦♥ ❦♦99❡❧✐❡9'❡♥ ❉❛'❡♥ ❣9[♥❞❡'✱ ✐.' ❡✐♥❡
✈♦9❤❡9✐❣❡ ❯♥'❡9.✉❝❤✉♥❣ ♥♦'✇❡♥❞✐❣✱ ♦❜ [❜❡9❤❛✉♣' ❑♦99❡❧❛'✐♦♥ ❜❡.'❡❤'✳ ❆♥❞❡9❡♥❢❛❧❧. ✇K9❡
❞❛. ❱❡9❢❛❤9❡♥ [❜❡9✢[..✐❣ ♦❞❡9 ✇[9❞❡ ❡✐♥❡♥ ❉❛'❡♥.❛'③ ❧✐❡❢❡9♥✱ ✇❡❧❝❤❡9 .❡❤9 ♥❛❤❡ ❛♠
❖9✐❣✐♥❛❧ ❧✐❡❣'✳
✸✳✶✳ ▼❛%❤❡♠❛%✐*❝❤❡ ●-✉♥❞❧❛❣❡♥ ✉♥❞ ♣-❛❦%✐*❝❤❡ ❘❡❛❧✐*✐❡-✉♥❣
❉✐❡ ❍❛✉♣'❦♦♠♣♦♥❡♥'❡♥❛♥❛❧②.❡ ❜❛.✐❡9' ❛✉❢ ✈❡9.❝❤✐❡❞❡♥.'❡♥ ♠❛'❤❡♠❛'✐.❝❤❡♥ ❚❡❝❤♥✐❦❡♥
✉♥❞ ❚❤❡♦9❡♠❡♥✳ ❉✐❡.❡ ✇❡9❞❡♥ ✐♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ❡9❧K✉'❡9' ✉♥❞ .♦❧❧❡♥ ❜❡❢K❤✐❣❡♥✱ ❞❡♥ .♣K'❡9❡♥
❆✉..❛❣❡♥ ✉♥❞ ❆♥♥❛❤♠❡♥ ❢♦❧❣❡♥ ③✉ ❦N♥♥❡♥✳ ❩✉❞❡♠ .♦❧❧ ❡. ❡✐♥❡ ❆♥❧❡✐'✉♥❣ ③✉9 ❉✉9❝❤❢[❤✲
9✉♥❣ ❡✐♥❡9 .♦❧❝❤❡♥ ❍❛✉♣'❦♦♠♣♦♥❡♥'❡♥❛♥❛❧②.❡ ❜✐❡'❡♥✳
✽
✸✳✶✳✶✳ ❇❡❣&✐✛)❜❡)+✐♠♠✉♥❣
❯♠ ❞✐❡ ❱♦'❣❡❤❡♥+✇❡✐+❡ ✉♥❞ .'♦❜❧❡♠❛2✐❦❡♥ ♥❛❝❤✈♦❧❧③✐❡❤❡♥ ③✉ ❦7♥♥❡♥✱ ✇❡'❞❡♥ ③✉♥9❝❤+2
❡✐♥✐❣❡ ♠❛2❤❡♠❛2✐+❝❤❡ ❇❡❣'✐✤✐❝❤❦❡✐2❡♥ ❡'❧9✉2❡'2✳
❊✐❣❡♥✇❡&'❡ ✉♥❞ ❊✐❣❡♥✈❡❦'♦&❡♥
❱✐❡❧❡ ❱❡'❢❛❤'❡♥ ❛✉❢ ▼❛2'✐③❡♥ ❜❡'✉❤❡♥ ❛✉❢ ❞❡' ▲7+✉♥❣ ❞❡+ +♦❣❡♥❛♥♥2❡♥ ❊✐❣❡♥✇❡&'♣&♦✲
❜❧❡♠.✳ ❙❡✐ ❛❧+♦ X ❡✐♥❡ ✭♥✱♥✮✲▼❛2'✐①✱ +♦ ❧❛++❡♥ +✐❝❤ ❞✐❡ ❩❛❤❧❡♥ λ ✉♥❞ ❞✐❡ ③✉❣❡❤7'✐❣❡♥
❱❡❦2♦'❡♥ v ✇✐❡ ❢♦❧❣2 ❡'♠✐22❡❧♥✿
Xv = λv ✭✸✳✶✮
❉✐❡+ ❧9++2 +✐❝❤ ❞✉'❝❤ ❍✐♥③✉♥❛❤♠❡ ❞❡' ❊✐♥❤❡✐2+♠❛2'✐① E ③✉
(X − λEn)v = 0 ✭✸✳✷✮
✉♠+2❡❧❧❡♥✳
❆❧❧❡ ❱❡❦2♦'❡♥ v ✉♥❞ ❞❡'❡♥ ③✉❣❡❤7'✐❣❡ ❩❛❤❧❡♥ λ✱ ❞✐❡ ❞✐❡+❡' ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ❣❡♥O❣❡♥✱ ✇❡'❞❡♥
❊✐❣❡♥✈❡❦2♦'❡♥ ❜③✇✳ ❊✐❣❡♥✇❡'2❡ ❣❡♥❛♥♥2✳ ❉❛ ❞✐❡ ▲7+✉♥❣ v = 0 2'✐✈✐❛❧ ❡'❢O❧❧❜❛' ✐+2✱ ✇✐'❞
❞✐❡ ◆❡❜❡♥❜❡❞✐♥❣✉♥❣ v "= 0 ❡✐♥❣❡❢O❤'2✳ ❊✐♥ ❊✐❣❡♥✈❡❦2♦' ❡'❣✐❜2 ♥❛❝❤ ▼✉❧2✐♣❧✐❦❛2✐♦♥ ♠✐2
❞❡' ③✉❣❡❤7'✐❣❡♥ ▼❛2'✐① ❡✐♥ ❱✐❡❧❢❛❝❤❡+ +❡✐♥❡' +❡❧❜+2✳ ❉✐❡+❡+ ❱✐❡❧❢❛❝❤❡ ✐+2 ❞❡' ❊✐❣❡♥✇❡'2✳
❑♦✈❛&✐❛♥③
❉✐❡ ❑♦✈❛'✐❛♥③ cov(r, p) ✐+2 ✐♥ ❞❡' ❙2♦❝❤❛+2✐❦ ❡✐♥❡ ❜❡+❝❤'❡✐❜❡♥❞❡ ●'7ß❡ ❢O' ❞❡♥ ❩✉+❛♠✲
♠❡♥❤❛♥❣ ③✇❡✐❡' ❱❛'✐❛❜❧❡♥ r ✉♥❞ p✳ ■♥ ✉♥+❡'❡♠ +♣❡③✐❡❧❧❡♥ ❋❛❧❧ ❤❛♥❞❡❧2 ❡+ +✐❝❤ ✉♠ ❱❡❦'♦&❡♥
❞❡' ▲9♥❣❡ n✳ ❉✐❡+❡ +♦❧❧2❡♥ ❥❡❞♦❝❤ ✈♦'❤❡' ③❡♥2'✐❡'2 ✇❡'❞❡♥ ✭rz, pz✮✱ ✉♠ ❡✐♥❡ ❢❛❧+❝❤❡ ●❡✲
✇✐❝❤2✉♥❣ ❞❡' ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❑♦♠♣♦♥❡♥2❡♥ ❛✉+③✉+❝❤❧✐❡ß❡♥✳ ❉✐❡+ ❣❡+❝❤✐❡❤2 ❞✉'❝❤ ❙✉❜2'❛❦2✐♦♥
❞❡+ ▼✐22❡❧✈❡❦2♦'+✳ ❉✐❡ ❑♦✈❛'✐❛♥③ ❦❛♥♥ ✇✐❡ ❢♦❧❣2 ❜❡'❡❝❤♥❡2 ✇❡'❞❡♥✿
cov(r, p) =
rzT pz
n− 1 ✭✸✳✸✮
❉❛❜❡✐ ③❡✐❣2 ❡✐♥❡ ♣♦+✐2✐✈❡ ❑♦✈❛'✐❛♥③ ❡✐♥❡ 2❡♥❞❡♥③✐❡❧❧ ❣❧❡✐❝❤❛'2✐❣❡ ❊♥2✇✐❝❦❧✉♥❣ ❞❡' ❑♦♠✲
♣♦♥❡♥2❡♥ ❛♥✳ ❉❛+ ❤❡✐ß2✱ +2❡✐❣2 r✱ +♦ +2❡✐❣2 ❛✉❝❤ p✳ ❊✐♥❡ ♥❡❣❛2✐✈❡ ❑♦✈❛'✐❛♥③ ❞❡✉2❡2 ❛✉❢
❡✐♥❡ ❡♥2❣❡❣❡♥❣❡+❡2③2❡ ❊♥2✇✐❝❦❧✉♥❣ ✭+2❡✐❣2 r✱ +♦ ❢9❧❧2 p ✉♥❞ ✉♠❣❡❦❡❤'2✮✳ ■+2 ❞✐❡ ❑♦✈❛'✐❛♥③
◆✉❧❧ ❞❡✉2❡2 ❞✐❡+ ❛✉❢ ❞❛+ ❋❡❤❧❡♥ ❡✐♥❡+ ❧✐♥❡❛'❡♥ ❩✉+❛♠♠❡♥❤❛♥❣+ ❞❡' ❜❡✐❞❡♥ ❱❡❦2♦'❡♥✳
✾
❱❛"✐❛♥③
❉✐❡ ❱❛%✐❛♥③ var(r) ✐() ✐♥ ❞❡% ❧✐♥❡❛%❡♥ ❆❧❣❡❜%❛ ❛✉❝❤ ❛❧( ❙)%❡✉✉♥❣ ❜❡❦❛♥♥)✳ ❙✐❡ ❦❛♥♥ ❛❧( ❞✐❡
❑♦✈❛%✐❛♥③ ❡✐♥❡( ❱❡❦)♦%( r ♠✐) (✐❝❤ (❡❧❜() ❜❡(❝❤%✐❡❜❡♥ ✇❡%❞❡♥✳ ●❛♥③ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥ ❜❡(❝❤%❡✐❜)
(✐❡ ❞✐❡ ❆❜✇❡✐❝❤✉♥❣ ❡✐♥❡% ❱❛%✐❛❜❧❡♥ ✈♦♥ ✐❤%❡♠ ❊%✇❛%)✉♥❣(✇❡%) ✉♥❞ ✐() ❛❧( ❞❛( ◗✉❛❞%❛)
❞❡% ❙)❛♥❞❛%❞❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣ σ✱ ❛❧(♦ ❞❡♠ ❆❜()❛♥❞ ③✉♠ ▼✐))❡❧✇❡%) ❞❡✜♥✐❡%)✳
σ(r) =
√
var(r) =
‖rz‖√
n− 1 ✭✸✳✹✮
var(r) = s(r)2 = cov(r, r) ✭✸✳✺✮
❑♦""❡❧❛*✐♦♥
❉✐❡ ❑♦%%❡❧❛)✐♦♥ corr(r, p) ❜❡(❝❤%❡✐❜) ❣%✉♥❞(E)③❧✐❝❤ ❞❡♥ (❡❧❜❡♥ ❙❛❝❤✈❡%❤❛❧) ✇✐❡ ❞✐❡ ❑♦✈❛✲
%✐❛♥③✳ ❉✐❡ ❑♦✈❛%✐❛♥③ ❤❛) ❥❡❞♦❝❤ ❞❡♥ ◆❛❝❤)❡✐❧✱ ❞❛(( (✐❡ ♥✐❝❤) (❦❛❧❡♥✐♥✈❛%✐❛♥) ✐()✳ ❲❡♥♥ ❞✐❡
❲❡%)❡ ❞❡% ❱❡❦)♦%❡♥ ♠✉❧)✐♣❧✐③✐❡%) ✇❡%❞❡♥ ✭③✉♠ ❇❡✐(♣✐❡❧ ❜❡✐♠ L❜❡%❣❛♥❣ ✈♦♥ ▼❛ß③❛❤❧❡♥
❞✉%❝❤ ❡✐♥❡ ▼✉❧)✐♣❧✐❦❛)✐♦♥ ♠✐) ✶✵✵✮✱ (♦ E♥❞❡%) (✐❝❤ ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❑♦✈❛%✐❛♥③ ✐♥ ❣❧❡✐❝❤❡♠ ▼❛ß❡✳
❉❡♠ ❦❛♥♥ ❞✉%❝❤ ❡✐♥❡ ❙!❛♥❞❛%❞✐'✐❡%✉♥❣ ✭rs✮ ❞❡% ❱❡❦)♦%❡♥ r ❡♥)❣❡❣❡♥❣❡✇✐%❦) ✇❡%❞❡♥✱ ✇❛(
③✉ ❡✐♥❡♠ ❣❧❡✐❝❤ ❜❧❡✐❜❡♥❞❡♥ ❊%❣❡❜♥✐( ❢Q❤%)✳ ❉✐❡ ❑♦%%❡❧❛)✐♦♥ ③✉ ❜❡%❡❝❤♥❡♥ ✐() ❡♥)(♣%❡❝❤❡♥❞
❛✉❢✇❡♥❞✐❣❡%✿
rs =
rz
s(r)
✭✸✳✻✮
corr(r, p) =
rsT ps
n− 1 =
cov(r, p)
s(r)s(p)
✭✸✳✼✮
❍❛✉♣*❦♦♠♣♦♥❡♥*❡♥
■♥ ❡✐♥❡♠ ❞%❡✐❞✐♠❡♥(✐♦♥❛❧❡♥ ❘❛✉♠ ❦W♥♥❡♥ ❛❧❧❡ ❱❡❦)♦%❡♥ ❞✉%❝❤ ❞%❡✐ ❇❛(✐(✈❡❦)♦%❡♥ ✈♦❧❧✲
()E♥❞✐❣ ❜❡(❝❤%✐❡❜❡♥ ✇❡%❞❡♥✳ ❉✐❡(❡ ✇❡%❞❡♥ ❛❧( ❍❛✉♣)❦♦♠♣♦♥❡♥)❡♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡)✳ ❙✐❡ ❜✐❧❞❡♥
♦♣)✐♠❛❧❡ ▲✐♥❡❛%❦♦♠❜✐♥❛)✐♦♥❡♥✱ ❛❧(♦ ❡✐♥❡ ❣❡✇✐❝❤)❡)❡ ❙✉♠♠❡ ❞❡% ✉%(♣%Q♥❣❧✐❝❤❡♥ ❱❛%✐❛❜❧❡♥
❬❲✐❧✵✺❪✳ ❉❛❜❡✐ ✇❡%❞❡♥ ❞✐❡ ❍❛✉♣)❦♦♠♣♦♥❡♥)❡♥ ♥✐❝❤) ✇✐❧❧❦Q%❧✐❝❤ ❣❡✇E❤❧)✱ (♦♥❞❡%♥ ❢♦❧❣❡♥
③✇❡✐ ●%✉♥❞♣%✐♥③✐♣✐❡♥✿
✶✳ ❊✐♥❡ ❍❛✉♣)❦♦♠♣♦♥❡♥)❡ ♠✉(( ✐♠♠❡% ♦%)❤♦❣♦♥❛❧ ❛✉❢ ❛❧❧❡♥ ❜❡%❡✐)( ❣❡✇E❤❧)❡♥ ❍❛✉♣)✲
❦♦♠♣♦♥❡♥)❡♥ ()❡❤❡♥✳ ❉✐❡(❡% \✉♥❦) ❡♥)❢E❧❧) ❜❡✐ ❞❡% ❲❛❤❧ ❞❡% ❡%()❡♥ ❍❛✉♣)❦♦♠♣♦✲
♥❡♥)❡✳
✷✳ ❉✐❡ ✈❡%❜❧❡✐❜❡♥❞❡ ❱❛%✐❛♥③ (♦❧❧ ❞✉%❝❤ ❞✐❡ ♥❡✉❡ ❑♦♠♣♦♥❡♥)❡ ♠W❣❧✐❝❤() ♠❛①✐♠❛❧ ❛❜✲
❣❡❞❡❝❦) ✇❡%❞❡♥✳
✶✵
✸✳✶✳✷✳ ❊%♠✐((❧✉♥❣ ❞❡% ❍❛✉♣(❦♦♠♣♦♥❡♥(❡♥
❉✐❡ ❣$✉♥❞❧❡❣❡♥❞❡ ❱♦$❣❡❤❡♥,✇❡✐,❡ ③✉$ ❘❡❛❧✐,✐❡$✉♥❣ ❡✐♥❡$ 1❈❆ ,♦❧❧ ✐♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ❜❡,❝❤$✐❡✲
❜❡♥ ✇❡$❞❡♥✳ ❊✐♥❡ 1❈❆ $❡❛❧✐,✐❡$; ❡✐♥❡ ❧✐♥❡❛$❡ ❆❜❜✐❧❞✉♥❣✱ ❜❡✐ ❞❡$ ❞✐❡ p✲❞✐♠❡♥,✐♦♥❛❧❡♥
▼❡$❦♠❛❧,✈❡❦;♦$❡♥ ❛✉❢ ❡✐♥❡ r✲❞✐♠❡♥,✐♦♥❛❧❡ ❍②♣❡$❡❜❡♥❡ ♣$♦❥✐③✐❡$; ✇❡$❞❡♥✳ ❉✐❡,❡ ❍②♣❡$✲
❡❜❡♥❡ ❦❛♥♥ ❛✉❝❤ ❛❧, ❯♥;❡$✈❡❦;♦$$❛✉♠ ❜❡③❡✐❝❤♥❡; ✇❡$❞❡♥✱ ✇♦❜❡✐ ✐♠♠❡$ r ≤ p ❣✐❧;✳ ❙✐❡
✇✐$❞ ,♦ ❣❡✇G❤❧;✱ ❞❛,, ,✐❡ ❡✐♥❡♥ ❣$Hß;♠H❣❧✐❝❤❡♥ ❚❡✐❧ ❞❡$ ●❡,❛♠;✈❛$✐❛♥③ ❛❜❞❡❝❦;✳ ❬❇H❦✵✺❪
❩✉♥G❝❤,; ,♦❧❧;❡♥ ❞✐❡ ❘♦❤❞❛;❡♥ ❢R$ ❞✐❡ ❱❡$✇❡♥❞✉♥❣ ✈♦$❜❡$❡✐;❡; ✇❡$❞❡♥✱ ❞✳❤✳ ,✐❡ ,♦❧❧;❡♥
✐♥ ❡✐♥❡ ❱❡❦;♦$❢♦$♠ R❜❡$❢R❤$; ✇❡$❞❡♥✳ ❩✐❡❧ ❞✐❡,❡$ ❯♠❢♦$♠✉♥❣ ✐,; ❡,✱ ❞❛,, ❥❡❞❡$ ❞❡$ n
▼❡,,❞❛;❡♥,G;③❡ ❛❧, ❱❡❦;♦$ x ❞❡$ ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❉✐♠❡♥,✐♦♥ m ✈♦$❧✐❡❣; ✉♥❞ ❞✐❡ ❲❡$;❡ ❛♥ ❞❡♥
❡♥;,♣$❡❝❤❡♥❞❡♥ ❙;❡❧❧❡♥ ✈♦♥ xi ❛✉❝❤ ❣❧❡✐❝❤❜❡❞❡✉;❡♥❞ ✉♥❞ ✉♥;❡$❡✐♥❛♥❞❡$ ✈❡$❣❧❡✐❝❤❜❛$ ,✐♥❞✳
❆✉, ❞✐❡,❡♥ ❙♣❛❧;❡♥✈❡❦;♦$❡♥ ✇✐$❞ ❞❡$ ❆✉,❣❛♥❣,❞❛;❡♥,❛;③ X = {x1, x2, . . . , xn} ❡$,;❡❧❧;✳
❖❢;♠❛❧, ✐,; ❡, ✈♦♥ ❱♦$;❡✐❧ ❡✐♥❡ ❉❛"❡♥✈♦'❜❡❤❛♥❞❧✉♥❣ ❞✉$❝❤③✉❢R❤$❡♥✳ ❍✐❡$③✉ ,♦❧❧;❡♥ ❞✐❡
❖$✐❣✐♥❛❧❞❛;❡♥ ✉♠ ✐❤$❡♥ ❊$✇❛$;✉♥❣,✇❡$;✱ ❡✐♥❡ ❆$; ❉✉$❝❤,❝❤♥✐;;,♦❜❥❡❦;✱ ❦♦$$✐❣✐❡$; ✇❡$✲
❞❡♥✳ ❊✐♥❡ ▼✐;;❡❧✇❡$;❦♦$$❡❦;✉$ ❧G,,; ,✐❝❤ ❡✐♥❢❛❝❤ ❞✉$❝❤ ❞✐❡ ❩❡♥;$✐❡$✉♥❣ ❥❡❞❡, ❱❡❦;♦$,
❜❡✇❡$❦,;❡❧❧✐❣❡♥✳ ❉❛❜❡✐ ✇✐$❞ ③✉♥G❝❤,; ❞❡$ ❊$✇❛$;✉♥❣,✈❡❦;♦$ µ ✇✐❡ ❢♦❧❣; ❡$♠✐;;❡❧;✿
µ =
1
n
∑
xi ✭✸✳✽✮
❉✐❡,❡$ ✇✐$❞ ❞❛♥♥ ✈♦♥ ❥❡❞❡♠ ❱❡❦;♦$ xi ,✉❜;$❛❤✐❡$;✳
◆✉♥ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❑♦✈❛$✐❛♥③♠❛;$✐① K ❜❡$❡❝❤♥❡; ✇❡$❞❡♥✿
K =
1
m− 1XX
T
✭✸✳✾✮
▼❛♥ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❖$✐❣✐♥❛❧❞❛;❡♥ ③✉✈♦$ ♥♦❝❤ ♥❛❝❤ ❋♦$♠❡❧ ✭✸✳✻✮ ,;❛♥❞❛$❞✐,✐❡$❡♥✳ ❉❛♠✐; ❡$❤G❧;
♠❛♥ ❛✉, ❞❡$ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✸✳✾✮ ❞✐❡ ❑♦$$❡❧❛;✐♦♥,♠❛;$✐①✳ ❙;❛♥❞❛$❞✐,✐❡$✉♥❣ ❜❡❞❡✉;❡;✱ ❞❛,,
❞✐❡ ❱❛$✐❛♥③ ❛❧❧❡$ ❱❛$✐❛❜❧❡♥ x ❣❧❡✐❝❤ ✶ ✐,;✳ ❙♦✇♦❤❧ ❜❡✐ ❞❡$ ❑♦✈❛$✐❛♥③✲ ❛❧, ❛✉❝❤ ❜❡✐ ❞❡$
❑♦$$❡❧❛;✐♦♥,♠❛;$✐① ,✐♥❞ ❞✐❡ ❉✐❛❣♦♥❛❧❡❧❡♠❡♥;❡ ❣❧❡✐❝❤ ❞❡$ ❱❛$✐❛♥③✳ ❉✐❡ ❊✐❣❡♥✇❡$;❡ ✉♥❞
❊✐❣❡♥✈❡❦;♦$❡♥ ❞❡$ ❜❡✐❞❡♥ ▼❛;$✐③❡♥ ,✐♥❞ ❥❡❞♦❝❤ ♥✐❝❤" ✐❞❡♥;✐,❝❤✳
❉✉$❝❤ ❡✐♥❡ ❙✐♥❣✉❧G$✇❡$;③❡$❧❡❣✉♥❣ ✭❡♥❣❧✐,❝❤ 0✐♥❣✉❧❛' ✈❛❧✉❡ ❞❡❝♦♠♣♦0✐"✐♦♥ ✲ ❙❱❉✮ ✇✐$❞ ❞✐❡
❑♦✈❛$✐❛♥③♠❛;$✐① ❜③✇✳ ❑♦$$❡❧❛;✐♦♥,♠❛;$✐① ③❡$❧❡❣; ✐♥✿
K = UΣUT ✭✸✳✶✵✮
✭,✐❡❤❡ ❬▲❊●❋✵✵❪✮✳ ❉❛❜❡✐ ✐,; U ❡✐♥❡ a✉❛❞$❛;✐,❝❤❡ ▼❛;$✐①✱ ❞❡$❡♥ ❙♣❛❧;❡♥ ❞✐❡ ❊✐❣❡♥✈❡❦"♦✲
'❡♥ ✈♦♥ K ❞❛$,;❡❧❧❡♥✳ Σ ✐,; ❡✐♥❡ ❉✐❛❣♦♥❛❧♠❛;$✐① ♠✐; ❞❡♥ ③✉ U ❣❡❤H$✐❣❡♥ ❊✐❣❡♥✇❡'"❡♥
❛❧, ❉✐❛❣♦♥❛❧❡❧❡♠❡♥;❡✳ ❉❛❜❡✐ ,✐♥❞ ❞✐❡ ❊❧❡♠❡♥;❡ ♥❛❝❤ ❞❡$ ●$Hß❡ ✐❤$❡$ ③✉❣❡❤H$✐❣❡♥ ❊✐❣❡♥✲
✇❡$;❡ ✐♥ ❛❜,;❡✐❣❡♥❞❡$ ❘❡✐❤❡♥❢♦❧❣❡ ❣❡♦$❞♥❡;✳ ❊✐❣❡♥✈❡❦;♦$❡♥ ✉♥❞ ❊✐❣❡♥✇❡$;❡ ❦H♥♥❡♥ ♥❛❝❤
❋♦$♠❡❧ ✭✸✳✶✮ ❜❡$❡❝❤♥❡; ✇❡$❞❡♥✳ ❉✐❡,❡ ❊✐❣❡♥✈❡❦;♦$❡♥ ✇❡$❞❡♥ ✇✐$ ✐♠ ❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ❛❧, ♥❡✉❡
❇❛,✐,✈❡❦;♦$❡♥ ❢R$ ❞❡♥ ❯♥;❡$✈❡❦;♦$$❛✉♠ ♥✉;③❡♥ ✲ ❡, ,✐♥❞ ❞✐❡ ❍❛✉♣"❦♦♠♣♦♥❡♥"❡♥✳
✶✶
✸✳✶✳✸✳ ❆♣♣%♦①✐♠❛+✐♦♥ ✉♥❞ ❘0❝❦+%❛♥3❢♦%♠❛+✐♦♥
❊✐♥❡ ③✉ x ❣❧❡✐❝❤❛+,✐❣❡ ❱❛+✐❛❜❧❡ ❦❛♥♥ ♥✉♥ ❞✉+❝❤ k ❍❛✉♣,❦♦♠♣♦♥❡♥,❡♥✱ ❛❧6♦ ❞✐❡ ❡+6,❡♥
k ❙♣❛❧,❡♥ ✈♦♥ U ✱ ❦♦♥6,+✉✐❡+, ✇❡+❞❡♥✳ ❉❛❜❡✐ ✐6, ❞✐❡ ❲❛❤❧ ❞❡+ ❉✐♠❡♥6✐♦♥ ❞❡6 ❯♥,❡+✈❡❦✲
,♦++❛✉♠6 ❡♥,6❝❤❡✐❞❡♥❞✳ ❏❡❞❡ ❍❛✉♣,❦♦♠♣♦♥❡♥,❡ ❞❡❝❦, ❡✐♥❡♥ ❣❡✇✐66❡♥ @+♦③❡♥,6❛,③ ❛♥ ❞❡+
●❡6❛♠,✈❛+✐❛♥③ ❛❜✳ ❉✐❡6❡+ ❦❛♥♥ ♠✐, ❍✐❧❢❡ ❞❡6 ③✉❣❡❤C+✐❣❡♥ ❊✐❣❡♥✇❡+,6 ❜❡6,✐♠♠, ✇❡+❞❡♥✿
P (λi) = 100
λi
n∑
j=1
λj
✭✸✳✶✶✮
❉❛♠✐, ❦❛♥♥ ❛✉❝❤ ❞❡+ ❆♥,❡✐❧ ❞❡+ k ❡+6,❡♥ ❍❛✉♣,❦♦♠♣♦♥❡♥,❡♥ ❛♥ ❞❡+ ●❡6❛♠,✈❛+✐❛♥③
❡++❡❝❤♥❡, ✇❡+❞❡♥ ✉♥❞ 6♦♠✐, ❛❧6 ❊♥,6❝❤❡✐❞✉♥❣6❤✐❧❢❡ J❜❡+ ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧ ❣❡♥✉,③,❡+ ❊✐❣❡♥✈❡❦✲
,♦+❡♥ ❞✐❡♥❡♥✿
P (λ1,··· ,k) = 100
k∑
i=1
λi
n∑
j=1
λj
✭✸✳✶✷✮
❆✉6 ❞✐❡6❡♥ k ❍❛✉♣,❦♦♠♣♦♥❡♥,❡♥ ❦❛♥♥ ♥✉♥ ❞✉+❝❤ ▲✐♥❡❛+❦♦♠❜✐♥❛,✐♦♥ ❥❡❞❡ ♠C❣❧✐❝❤❡ ♥❡✉❡
❱❛+✐❛❜❧❡ ❛✉6 ❞❡♠ ❛✉❢❣❡6♣❛♥♥,❡♥ ❯♥,❡+✈❡❦,♦++❛✉♠ ❜❡6❝❤+✐❡❜❡♥ ✇❡+❞❡♥✳ ❊✐♥③✐❣ ❞✐❡ ▼✉❧,✐✲
♣❧✐❦❛,♦+❡♥ ❢J+ ❞✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❇❛6✐6✈❡❦,♦+❡♥ ♠J66❡♥ ♥♦❝❤ ❣❡6♣❡✐❝❤❡+, ✇❡+❞❡♥✳ ❉✐❡6❡ ❦C♥♥❡♥
✇✐❡❞❡+ ❛❧6 k✲❞✐♠❡♥6✐♦♥❛❧❡+ ❱❡❦,♦+ α ❛✉❢❣❡❢❛66, ✇❡+❞❡♥✳ ❙♦ ❦❛♥♥ ❛✉❝❤ ❥❡❞❡ ❱❛+✐❛❜❧❡ x ♦❞❡+
❡✐♥ ❣❧❡✐❝❤❛+,✐❣❡+ ❱❡❦,♦+ ✐♥ ❡✐♥❡♥ 6♦❧❝❤❡♥ ❋♦+♠❜❡6❝❤+❡✐❜✉♥❣6✈❡❦,♦+ α J❜❡+❢J❤+, ✇❡+❞❡♥✳
❬▲❊●❋✵✵❪
α = UTk (x− µ) ✭✸✳✶✸✮
■♠ ●❡❣❡♥③✉❣ ❦❛♥♥ ❛✉6 ❡✐♥❡♠ ❣❡❣❡❜❡♥❡♥ α ❡✐♥❡ +❡♣+U6❡♥,❛,✐✈❡ ❱❛+✐❛❜❧❡ x˜ ❡++❡❝❤♥❡, ✇❡+✲
❞❡♥✿
x˜ = Ukα + µ ✭✸✳✶✹✮
✶✷
✸✳✷✳ ❍❛✉♣'❦♦♠♣♦♥❡♥'❡♥❛♥❛❧②/❡ ❢12 ❤♦❝❤❞✐♠❡♥/✐♦♥❛❧❡ ❉❛'❡♥
❖❢"♠❛❧& ❦♦♠♠" ❡& ✈♦+✱ ❞❛&& ❞✐❡ ❉✐♠❡♥&✐♦♥ ❞❡+ ❣❡&❛♠♠❡❧"❡♥ ❉❛"❡♥ ❣+2ß❡+ ❛❧& ❞✐❡ ❆♥③❛❤❧
❛♥ ❉❛"❡♥&7"③❡♥ &❡❧❜&" ✐&"✳ ❙♦ ♠2❝❤"❡ ♠❛♥ ③✉♠ ❇❡✐&♣✐❡❧ ❡✐♥❡♥ ❉❛"❡♥&❛"③ ✈♦♥ ❇✐❧❞❡+♥
✉♥"❡+&✉❝❤❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❥❡✇❡✐❧& ♠❡❤+❡+❡ ❚❛✉&❡♥❞ ❜✐& ▼✐❧❧✐♦♥❡♥ ❇✐❧❞♣✉♥❦"❡ ❜❡✐♥❤❛❧"❡♥✱ ❞✐❡
✐❤+❡+&❡✐"& ❛✉& ❞+❡✐ ❋❛+❜✇❡+"❡♥ ❜❡&"❡❤❡♥✳ ❍✐❡+❛✉& ❡♥"&"❡❤" &❝❤♥❡❧❧ ❡✐♥ ❤♦❝❤❞✐♠❡♥&✐♦♥❛✲
❧❡+ ❱❛+✐❛❜❧❡♥+❛✉♠✱ ❞❡&&❡♥ ❆♥❛❧②&❡ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❙"❛♥❞❛+❞✈❡+❢❛❤+❡♥ ♠✐" ❤♦❤❡♠ ❘❡❝❤❡♥❛✉❢✲
✇❛♥❞ ✉♥❞ ▲❛✉❢③❡✐"❦♦&"❡♥ ✐♥ ❞❡+ ❯♠&❡"③✉♥❣ ✈❡+❜✉♥❞❡♥ ✐&"✳ ●❡+❛❞❡ ❞✐❡ ❇❡+❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡+
❑♦✈❛+✐❛♥③✲ ❜③✇✳ ❑♦++❡❧❛"✐♦♥&♠❛"+✐① ✇✐+❞ &❝❤♥❡❧❧ &❡❤+ ❛✉❢✇❡♥❞✐❣✳ ❍✐❡+ &❡"③" ❞❡+ ❢♦❧❣❡♥❞❡
❖♣"✐♠✐❡+✉♥❣&❛♥&❛"③ ❛♥ ✭✈❣❧✳ ❬❇✐&✵✻❪✮✳
❉✐❡ ●+✉♥❞✐❞❡❡ ❞❡& ❤✐❡+ ✈♦+❣❡&"❡❧❧"❡♥ ❱❡+❢❛❤+❡♥& ❜❡+✉❤" ❛✉❢ ❞❡+ ❚❛"&❛❝❤❡✱ ❞❛&& n ❉❛✲
"❡♥&7"③❡ ❡✐♥❡& m✲❞✐♠❡♥&✐♦♥❛❧❡♥ ❘❛✉♠& ❤2❝❤&"❡♥& ❡✐♥❡♥ ❯♥"❡+✈❡❦"♦++❛✉♠ ❞❡+ ❉✐♠❡♥&✐♦♥
n− 1 ❛✉❢&♣❛♥♥❡♥ ❦2♥♥❡♥✱ ✇❡♥♥ n < m ✐&"✦ ❋U❤+❡♥ ✇✐+ ❡✐♥❡ ❙"❛♥❞❛+❞ V❈❆ ❞✉+❝❤✱ &♦ ❡+✲
❦❡♥♥❡♥ ✇✐+✱ ❞❛&& m−(n+1) ❊✐❣❡♥✇❡+"❡ ❣❧❡✐❝❤ ◆✉❧❧ &✐♥❞✳ ❉✐❡&❡ ❣❡❤2+❡♥ ③✉ ❊✐❣❡♥✈❡❦"♦+❡♥✱
❞✐❡ ❦❡✐♥❡+❧❡✐ ❱❛+✐❛♥③ +❡♣+7&❡♥"✐❡+❡♥✳
❆✉&❣❛♥❣&♣✉♥❦" ✐&" ❞❡+ ❉❛"❡♥&❛"③ X✱ ❞❡&&❡♥ ❙♣❛❧"❡♥✈❡❦"♦+❡♥ ❞✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❱❛+✐❛❜❧❡♥
❞❛+&"❡❧❧❡♥✳
❲✐+ ♥✉"③❡♥ ❞✐❡ ♦❜❡♥ ❜❡&❝❤+✐❡❜❡♥❡ ❊✐❣❡♥&❝❤❛❢" ✉♥❞ ❜❡+❡❝❤♥❡♥ ❞✐❡ ▼❛"+✐① K˜ ✇✐❡ ❢♦❧❣"✿
K˜ =
1
m− 1X
T X ✭✸✳✶✺✮
❍✐❡+❞✉+❝❤ ❡+❤❛❧"❡♥ ✇✐+ ❡✐♥❡ ▼❛"+✐①✱ ✇❡❧❝❤❡ ✉♥& ♥✉+ ❞✐❡ +❡❧❡✈❛♥"❡♥ ❱❛+✐❛♥③❡♥ ❢U+ ❞✐❡
❑♦✈❛+✐❛♥③✲ ❜③✇✳ ❑♦++❡❧❛"✐♦♥&♠❛"+✐① ❧✐❡❢❡+"✳ ❆✉❝❤ ❤✐❡+ ❤❛❜❡♥ ✇✐+ ❞❛& ❊✐❣❡♥✇❡+"♣+♦❜❧❡♠
③✉ ❧2&❡♥✱ ❥❡❞♦❝❤ ❛✉❢ ❡✐♥❡+ ✭♦❢"♠❛❧& &"❛+❦✮ +❡❞✉③✐❡+"❡♥ ❉✐♠❡♥&✐♦♥✳ ❉✉+❝❤ ❞✐❡ ▲2&✉♥❣ ❞✐❡&❡&
❊✐❣❡♥✇❡+"♣+♦❜❧❡♠& ❡+❤❛❧"❡♥ ✇✐+ ❡①❛❦" ❞✐❡ &❡❧❜❡♥ ❊✐❣❡♥✇❡&'❡ ✇✐❡ ❜❡✐ ❞❡+ ❙"❛♥❞❛+❞ V❈❆
❢U+ ❞✐❡ ♦+✐❣✐♥❛❧ ▼❛"+✐③❡♥✳ ❉✐❡ ❊✐❣❡♥✈❡❦'♦&❡♥ wi ❞❛❣❡❣❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ③✉+ ❘U❝❦"+❛♥&❢♦+♠❛"✐♦♥
❜❡♥2"✐❣" ✇❡+❞❡♥✱ ❧✐❡❣❡♥ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❯♥"❡+✈❡❦"♦++❛✉♠ ✉♥❞ ♠U&&❡♥ ✐♥ ❞❡♥ ♥♦+♠❛❧❡♥ ❘❛✉♠
③✉+U❝❦ ♣+♦❥✐③✐❡+" ✇❡+❞❡♥✿
v˜i = Xwi ✭✸✳✶✻✮
❉❛❜❡✐ ✐&" ③✉ ❜❡❛❝❤"❡♥✱ ❞❛& ❞✐❡ ♥❡✉❡♥ ❊✐❣❡♥✈❡❦"♦+❡♥ v˜i ♥♦+♠❛❧✐&✐❡+" ✇❡+❞❡♥ ♠U&&❡♥✳ ❆✉❝❤
❞✐❡& ❦❛♥♥ ❡✣③✐❡♥" ❞✉+❝❤ ❞✐❡ ▼✉❧"✐♣❧✐❦❛"✐♦♥ ♠✐" ❡✐♥❡+ ❑♦♥&"❛♥"❡♥ ui ❣❡&❝❤❡❤❡♥✱ ✇♦❜❡✐
‖ui‖ = 1 ❣✐❧"✳ ❉✐❡&❡ ❦❛♥♥ ✇✐❡ ❢♦❧❣" ❡+♠✐""❡❧" ✇❡+❞❡♥✿
ui =
1√
nλi
Xwi ✭✸✳✶✼✮
❊✐♥❡ ❛✉&❢U❤+❧✐❝❤❡ ❍❡+❧❡✐"✉♥❣ ❞✐❡&❡& ❱❡+❢❛❤+❡♥ ✜♥❞❡" &✐❝❤ ✐♥ ❬❇✐&✵✻❪✳
✶✸
✸✳✸✳ ❙❝❤✇❛❝❤'(❡❧❧❡♥ ❞❡- .❈❆
❲✐❡ ❥❡❞❡ ▼❡&❤♦❞❡ ❤❛& ❛✉❝❤ ❞✐❡ ,❈❆ ✐❤/❡ ●/❡♥③❡♥ ✉♥❞ ◆❛❝❤&❡✐❧❡✳ ❊✐♥✐❣❡ ✇❡/❞❡♥ ✐♠
❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ❛♥❣❡;♣/♦❝❤❡♥✳ ❬❲❡❝✵✼❪
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♥❡❛/❡ ▼❡&❤♦❞❡ ❞❡/ ❑❡"♥❡❧✲&❈❆ ❬❙❝❤✵✶❪ ♥✉&③❡♥✳ ❉❛❜❡✐ ✇❡/❞❡♥ ❛✉❝❤ ❤♦❝❤❞✐♠❡♥;✐♦♥❛❧❡
✇✐❧❧❦C/❧✐❝❤❡ ❲❡❝❤;❡❧❜❡③✐❡❤✉♥❣❡♥ ❤❛♥❞❤❛❜❜❛/✳
✸✳✹✳ ❊✐♥ ❇❡✐'♣✐❡❧
❊✐♥ ❦✉/③❡; ❇❡✐;♣✐❡❧ ;♦❧❧ ❞✐❡ ❜❡;❝❤/✐❡❜❡♥❡♥ ❚❡❝❤♥✐❦❡♥ ♣/❛❦&✐;❝❤ ✈❡/❞❡✉&❧✐❝❤❡♥✳ ❉❛❜❡✐ ❤P❧&
;✐❝❤ ❞❛; ❇❡✐;♣✐❡❧ ♥❛❤❡ ❛♥ ❞❡♥ ●❡❣❡❜❡♥❤❡✐&❡♥✱ ✇✐❡ ;✐❡ ❢C/ ❞✐❡;❡ ❆/❜❡✐& ✈♦/❤❡//;❝❤❡♥✳
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✉♠❣❡✇❛♥❞❡❧& ✇❡/❞❡♥✳
❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✶✳ ✕ ❇✐❧❞❡&❞❛(❡♥*❛(③
✶✹
xˆ1 =

0
0
0
0
1
1
0
1
0

xˆ2 =

0
1
1
0
1
0
0
1
0

xˆ3 =

1
1
1
0
1
0
0
1
0

xˆ4 =

0
1
0
1
1
0
0
1
0

xˆ5 =

0
1
0
1
1
0
0
0
0

❉✐❡#❡ ✇❡%❞❡♥ ❞✉%❝❤ ❙✉❜-%❛❦-✐♦♥ ❞❡# ❊%✇❛%-✉♥❣#✇❡%-❡# µ ③❡♥-%✐❡%-✱ ✇❡❧❝❤❡% ❞✉%❝❤ ❋♦%♠❡❧
✭✸✳✽✮ ❡%♠✐--❡❧- ✇✐%❞✳
❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✸✳✷✳ ✕ ▼✐##❡❧✇❡'#❜✐❧❞ µ ✲ ❧✐♥❦-✿ ●'❛✉✇❡'#✉♠-❡#③✉♥❣✱
'❡❝❤#-✿ ❇✐♥9'❜✐❧❞ ♠✐# ❊♥#-❝❤❡✐❞✉♥❣--❝❤✇❡❧❧❡ ✵✱✺
µT =
(
0, 2 0, 8 0, 4 0, 4 1 0, 2 0 0, 8 0
)
❲✐% ❡%❤❛❧-❡♥ ❞❡♥ ③❡♥-%✐❡%-❡♥ ❉❛-❡♥#❛-③ X✿
X =

−0, 2 −0, 2 0, 8 −0, 2 −0, 2
−0, 8 0, 2 0, 2 0, 2 0, 2
−0, 4 0, 6 0, 6 −0, 4 −0, 4
−0, 4 −0, 4 −0, 4 0, 6 0, 6
0 0 0 0 0
0, 8 −0, 2 −0, 2 −0, 2 −0, 2
0 0 0 0 0
0, 2 0, 2 0, 2 0, 2 −0, 8
0 0 0 0 0

◆✉♥ #-❡❧❧❡♥ ✇✐% ♥❛❝❤ ❋♦%♠❡❧ ✭✸✳✶✺✮ ❞✐❡ ▼❛-%✐① K˜ ❛✉❢✿
K˜ =

0, 210 −0, 040 −0, 065 −0, 040 −0, 065
−0, 040 0, 085 0, 060 −0, 040 −0, 065
−0, 065 0, 060 0, 160 −0, 065 −0, 090
−0, 040 −0, 040 −0, 065 0, 085 0, 060
−0, 065 −0, 065 −0, 090 0, 060 0, 160

✶✺
❉❛"❛✉$ ❡"♠✐((❡❧♥ ✇✐" ❞✐❡ ❊✐❣❡♥✇❡"(❡ λ ✉♥❞ ❊✐❣❡♥✈❡❦(♦"❡♥ w ✭✈❣❧✳ ❋♦"♠❡❧ ✭✸✳✶✮✮ ✉♥❞
♦"❞♥❡♥ ❞✐❡$❡ ♥❛❝❤ ❞❡" ●";ß❡ ❞❡" ❊✐❣❡♥✇❡"(❡✿
λ =
(
0, 327 0, 266 0, 059 0, 048 ≈ 0, 000)
U˜ = {w1, . . . , w5} =

0, 000 −0, 886 0, 122 0, 000 −0, 447
−0, 372 0, 154 −0, 526 −0, 602 −0, 447
−0, 602 0, 289 0, 465 0, 372 −0, 447
0, 372 0, 154 −0.526 0, 602 −0, 477
0, 602 0, 289 0, 465 −0, 372 −0, 477

❉❛♥❛❝❤ >❜❡"❢>❤"❡♥ ✇✐" ❞✐❡ ❊✐❣❡♥✈❡❦(♦"❡♥ w ♥❛❝❤ ❋♦"♠❡❧ ✭✸✳✶✻✮ ✐♥ ❞❡♥ ✉"$♣">♥❣❧✐❝❤❡♥
❘❛✉♠ ✉♥❞ ♥♦"♠❛❧✐$✐❡"❡♥ ❞✐❡$❡ ❞❛♥❛❝❤ ③✉✿
U = {v1, . . . , v5} =

−0, 372 0, 198 0, 679 0, 602 0, 451
0, 000 0, 607 −0, 177 0, 000 −0, 090
−0, 601 0, 304 −0, 089 −0, 372 0, 180
0, 602 0, 304 −0, 089 0, 372 −0, 180
0, 000 0, 000 0, 000 0, 000 0, 000
0, 000 −0, 601 0, 177 0, 000 0, 451
0, 000 0, 000 0, 000 0, 000 0, 000
−0, 372 −0, 198 −0, 679 0, 602 −0, 721
0, 000 0, 000 0, 000 0, 000 0, 000

❲✐" ❦;♥♥❡♥ $❡❤❡♥✱ ❞❛$$ $❝❤♦♥ ❞✐❡ ❡"$(❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❊✐❣❡♥✈❡❦(♦"❡♥ "✉♥❞ ✽✺✪ ❞❡" ●❡❛♠(✲
✈❛"✐❛♥③ ❛❜❞❡❝❦❡♥✳ ◆✐♠♠( ♠❛♥ ♥♦❝❤ ❞❡♥ ❞"✐((❡♥ ❤✐♥③✉ $✐♥❞ ❡$ ❜❡"❡✐($ ✾✸✪ ✭✈❣❧✳ ❋♦"♠❡❧
✭✸✳✶✷✮✮✳ ❉❡♥ ❢>♥❢(❡♥ ❊✐❣❡♥✈❡❦(♦" ❦;♥♥(❡♥ ✇✐" ❤✐♥❣❡❣❡♥ ✈❡"♥❛❝❤❧N$$✐❣❡♥✱ ❞❛ ❡" $♦ ❣✉( ✇✐❡
❦❡✐♥❡♥ ❊✐♥✢✉$$ ❤❛(✳ ❲✐" ❦;♥♥(❡♥ ♥✉♥ ❛❧❧❡ ❇❡✐$♣✐❡❧❜✐❧❞❡" ✭❆❜❜✳ ✸✳✶✮ ✉♥❞ ❛❧❧❡ ✐♠ ❛✉❢❣❡✲
$♣❛♥♥(❡♥ ❯♥(❡"✈❡❦(♦""❛✉♠ ♠;❣❧✐❝❤❡♥ ❱❛"✐❛❜❧❡♥ ❞✉"❝❤ ✷✲ ❜③✇✳ ✸✲❞✐♠❡♥$✐♦♥❛❧❡ ❱❡❦(♦"❡♥
❛♣♣"♦①✐♠✐❡"❡♥ ✭✈❣❧✳ ❋♦"♠❡❧ ✭✸✳✶✸✮✮✳
✶✻
✸✳✺✳ ❩✉%❛♠♠❡♥❢❛%%✉♥❣
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❱♦3❣❡❤❡♥ ❜❧❡✐❜' ❞❡..❡♥ ✉♥❣❡❛❝❤'❡' ✐♠♠❡3 ❣❧❡✐❝❤✿
✶✳ ❉❛'❡♥ ❡3.'❡❧❧❡♥
✷✳ ❊✈❡♥'✉❡❧❧ ✉♠ ▼✐''❡❧✇❡3' ❦♦33✐❣✐❡3❡♥ ✉♥❞ .'❛♥❞❛3❞✐.✐❡3❡♥
✸✳ ❑♦✈❛3✐❛♥③♠❛'3✐① ❛✉❢.'❡❧❧❡♥
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❉❛ ❞❡♠ ❙❝❤✇❡❧❧✇❡*+✈❡*❢❛❤*❡♥ ❡✐♥ ❣❧♦❜❛❧❡* ❆♥4❛+③ ③✉ ●*✉♥❞❡ ❧✐❡❣+✱ ✇✐*❞ ❞✐❡4❡* ❞✉*❝❤ ❞✐❡
❱❡*4+:*❦✉♥❣ ❞❡4 ❘❡❣✐♦♥4❜❡③✉❣❡4 ③✉♠ ❇❡"❡✐❝❤&✲ ♦❞❡" ❱♦❧✉♠❡♥✇❛❝❤&1✉♠&✈❡"❢❛❤"❡♥ ❡*✲
✇❡✐+❡*+✳ ❉❛4 ❇❡*❡✐❝❤4✇❛❝❤4+✉♠4✈❡*❢❛❤*❡♥ ♦❞❡* ❘❡❣✐♦♥4✇❛❝❤4+✉♠4✈❡*❢❛❤*❡♥ ✭❡♥❣❧✳ "❡❣✐♦♥
❣"♦✇✐♥❣✮ ❡①+*❛❤✐❡*+ ●❡❜✐❡+❡ ✈♦♥ ③✉4❛♠♠❡♥❤:♥❣❡♥❞❡♥ ❇✐❧❞4❡❣♠❡♥+❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ✐♥ ✐❤*❡♠
❛♥❛❧②4✐❡*+❡♥ ❊♥+4❝❤❡✐❞✉♥❣4♣❛*❛♠❡+❡* ❤♦♠♦❣❡♥ 4✐♥❞✳ ❉❡* ❇❛4✐4❛❧❣♦*✐+❤♠✉4 ❢F* ❞✐❡4❡ ❆*+
❞❡* ❙❡❣♠❡♥+✐❡*✉♥❣ 4+❛*+❡+ ♠✐+ ❡✐♥❡♠ ♠❛♥✉❡❧❧ ♦❞❡* ❛✉+♦♠❛+✐4✐❡*+ ❣❡4❡+③+❡♥ ❙+❛*+♣✉♥❦+✱
✇❡❧❝❤❡* ❛✉❝❤ ❛❧4 ❙❛❛+♣✉♥❦+ ❜❡③❡✐❝❤♥❡+ ✇✐*❞ ✭❡♥❣❧✳ &❡❡❞ ♣♦✐♥1✮✳ ❉❛✈♦♥ ❛✉4❣❡❤❡♥❞ ✇✐*❞
❞✐❡ ❞✐*❡❦+❡ ◆❛❝❤❜❛*4❝❤❛❢+ ❛✉❢ ❞❛4 ❍♦♠♦❣❡♥✐+:+4❦*✐+❡*✐✉♠ ❣❡♣*F❢+✳ ❆❧❧❡ I✉♥❦+❡✱ ❞✐❡ ❞✐❡✲
4❡4 ❡*❢F❧❧❡♥✱ ✇❡*❞❡♥ ❞❡* ❘❡❣✐♦♥ ❤✐♥③✉❣❡❢F❣+✳ ❲❡✐+❡*❤✐♥ ✇✐*❞ ❞❡*❡♥ ❞✐*❡❦+❡ ◆❛❝❤❜❛*4❝❤❛❢+
F❜❡*♣*F❢+ ✉♥❞ ✉♥+❡* ❯♠4+:♥❞❡♥ ❡❜❡♥❢❛❧❧4 ❤✐♥③✉❣❡♥♦♠♠❡♥✳ ❉✐❡4 ✇✐❡❞❡*❤♦❧+ 4✐❝❤✱ ❜✐4 ❦❡✐♥
◆❛❝❤❜❛* ♠❡❤* ❞✐❡ ❣❡❢♦*❞❡*+❡ ❊✐❣❡♥4❝❤❛❢+ ❡*❢F❧❧+✳
❉✐❡4❡* *❡❣✐♦♥4❜❛4✐❡*+❡ ❆❧❣♦*✐+❤♠✉4 ❛❧❧❡✐♥ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❣❡❣❡❜❡♥❡ I*♦❜❧❡♠4+❡❧❧✉♥❣ ♥✐❝❤+ ❧L4❡♥✳
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❡✐♥❡* 4✐♠♣❧❡♥ ▼❛*❦✐❡*✉♥❣ ✈♦♥ ③✉4❛♠♠❡♥❤:♥❣❡♥❞❡♥ ❇❡*❡✐❝❤❡♥ ❡♥+4♣*✐❝❤+✱ ❦♦♠♠+ ❡4 ❛♥
❙+❡❧❧❡♥✱ ❛♥ ❞❡♥❡♥ ❇❡*❡✐❝❤❡ ♠✐+ 4❡❤* :❤♥❧✐❝❤❡♠ ❊♥+4❝❤❡✐❞✉♥❣4❦*✐+❡*✐✉♠ ❞✐❝❤+ ❛♥❡✐♥❛♥❞❡*
❧✐❡❣❡♥ ♦❞❡* ❞✐*❡❦+ ❛♥❡✐♥❛♥❞❡* 4+♦ß❡♥✱ ③✉ ❑♦♥✢✐❦+❡♥✱ ❢❛❧❧4 ❞✐❡4❡ ♥✐❝❤+ ③✉* ❣❧❡✐❝❤❡♥ ❘❡❣✐♦♥
❣❡❤L*❡♥ 4♦❧❧❡♥✳ ❊❜❡♥ ❞✐❡4❡ I*♦❜❧❡♠❛+✐❦ ♠❛❝❤+ ❞❛4 ❱❡*❢❛❤*❡♥ ❢F* ❞❡♥ ❤✐❡* ❜❡+*❛❝❤+❡+❡♥
❋❛❧❧ ♥✉* ❜❡❞✐♥❣+ ❣❡❡✐❣♥❡+ ✭4✐❡❤❡ ❆❜❜✳ ✹✳✸✮✳
❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✸✳ ✕ ❘❡❣✐♦♥'✇❛❝❤',✉♠'/❜❡1❧❛✉❢ ❜❡✐ ❋❛1❜❞✐',❛♥③ ✷✵ ✲
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❙♦♠✐+ ♠✉44 ❞❡* ❘❡❣✐♦♥4✇❛❝❤4+✉♠4❛♥4❛+③ ❞❛❤✐♥❣❡❤❡♥❞ ❛♥❣❡♣❛44+ ✇❡*❞❡♥✱ ❞❛44 ♥✐❝❤+ ❛❧✲
❧❡✐♥ ❞❡* ■♥+❡♥4✐+:+4✇❡*+ ❛❧4 ❍♦♠♦❣❡♥✐+:+4❦*✐+❡*✐✉♠ ❞✐❡ ❘❡❣✐♦♥❡♥ ❞❡✜♥✐❡*+✳ ❙+❛+✐4+✐4❝❤ ❣❡✲
4❡❤❡♥ ✐4+ ❥❡❞❡ ❡✐♥✐❣❡*♠❛ß❡♥ *✉♥❞❡ ❋♦*♠ ❛❧4 ❙❡❣♠❡♥+✐❡*✉♥❣4❡*❣❡❜♥✐4 ③✉❧:44✐❣✳ ❉✐❡4 ③❡✐❣+
❛✉❝❤ ❞✐❡ ▼✐++❡❧✇❡*+❢♦*♠ ✭4✐❡❤❡ ❆❜❜✳ ✹✳✹✮✳ ▼❛♥ ❦L♥♥+❡ ❡✐♥❡♥ ●❧❛++❤❡✐+4+❡*♠ ♦❞❡* ❞✐❡
▼✐♥✐♠✐❡*✉♥❣ ❞❡* ❑♦♥+✉*❧:♥❣❡ ✈❡*✇❡♥❞❡♥✱ ✉♠ ❞❛4 ❘❡❣✐♦♥❡♥✇❛❝❤4+✉♠ ③✉ ❜❡❣*❡♥③❡♥✳ ❉✐❡✲
4❡ ▼❡+❤♦❞❡♥ ❜❡4❝❤*❡✐❜❡♥ ❥❡❞♦❝❤ ❦❡✐♥❡*❧❡✐ ❋♦*♠❝❤❛*❛❦+❡*✐4+✐❦❛✱ 4♦♥❞❡*♥ 4✐♥❞ ♥✉* ❞❛*❛✉❢
❛✉4❣❡❧❡❣+✱ ❡✐♥❡ ❣❧❛++❡ ❑♦♥+✉*❢F❤*✉♥❣ ③✉ ❣❡✇:❤*❧❡✐4+❡♥✳ ❉❛♠✐+ ✇F*❞❡♥ ❡✈❡♥+✉❡❧❧ ❦❛♥+✐❣❡
♦❞❡* ♠✐+ ❆✉4✇F❝❤4❡♥ ✈❡*4❡❤❡♥❡ ❩❡❧❧❡♥ ♥✐❝❤+ ✈♦❧❧4+:♥❞✐❣ 4❡❣♠❡♥+✐❡*+ ✇❡*❞❡♥✳ ❍✐❡* ❦❛♥♥
4+❛+✐4+✐4❝❤ ❛✉4❣❡✇❡*+❡+❡4 ❱♦*✇✐44❡♥ F❜❡* ❞✐❡ ❋♦*♠❡♥❛✉4♣*:❣✉♥❣❡♥ ❆❜❤✐❧❢❡ 4❝❤❛✛❡♥ ✲ ✐♠
❋♦❧❣❡♥❞❡♥ ❛✉❝❤ ❛❧4 &❤❛♣❡ ♣"✐♦" ❜❡③❡✐❝❤♥❡+✳
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❯♠ ❞❛$ ❘❡❣✐♦♥❡♥✇❛❝❤$.✉♠ ❛✉❢ ❞✐❡ ③✉ $❡❣♠❡♥.✐❡2❡♥❞❡♥ ❇❡2❡✐❝❤❡ ③✉ ❜❡❣2❡♥③❡♥✱ $✐♥❞ ③✉✲
$7.③❧✐❝❤❡ ■♥❢♦2♠❛.✐♦♥❡♥ :❜❡2 ❞✐❡ ❘❡❣✐♦♥❡♥ ♥♦.✇❡♥❞✐❣✳ ❉❛$ ❆✉$♥✉.③❡♥ ❛❧❧❡2 ✐♠ ❇✐❧❞ ✈♦2✲
❤❛♥❞❡♥❡♥ ❉❛.❡♥ $❝❤❡✐♥. ❤✐❡2 ♥✐❝❤. ❛✉$③✉2❡✐❝❤❡♥✳ ❊$ ♠:$$❡♥ ③✉$7.③❧✐❝❤❡ ■♥❢♦2♠❛.✐♦♥❡♥✱
$♦❣❡♥❛♥♥.❡$ ❛ ♣"✐♦"✐
✷
❲✐$$❡♥✱ ♠✐. ❡✐♥❣❡❜2❛❝❤. ✇❡2❞❡♥✱ ③✉♠ ❇❡✐$♣✐❡❧ ❆✉$$❛❣❡♥ :❜❡2 ❞✐❡
●❡$.❛❧. ❞❡2 ③✉ $❡❣♠❡♥.✐❡2❡♥❞❡♥ ❘❡❣✐♦♥❡♥✳
✹✳✷✳✶✳ ❇❡✐'♣✐❡❧❞❛,❡♥
❯♠ ❞✐❡ ❙❡❣♠❡♥.✐❡2✉♥❣ ❡✐♥③❡❧♥❡2 ❩❡❧❧❡♥ ❛✉❝❤ ✐♥ $❝❤✇✐❡2✐❣❡♥ ❊♥.$❝❤❡✐❞✉♥❣$❜❡2❡✐❝❤❡♥ ♠E❣✲
❧✐❝❤$. ❣❡♥❛✉ ③✉ 2❡❛❧✐$✐❡2❡♥✱ ✇❡2❞❡♥ ▼❡2❦♠❛❧❡ :❜❡2 ❞✐❡ ❋♦2♠ ✈♦♥ ❩❡❧❧❡♥ ❛❧$ ❊♥.$❝❤❡✐❞✉♥❣$✲
❤✐❧❢❡ ❜❡♥E.✐❣.✳ ❊$ ❣✐❜. ✈❡2$❝❤✐❡❞❡♥$.❡ ▼E❣❧✐❝❤❦❡✐.❡♥ ❞✐❡$ ③✉ ❜❡✇❡2❦$.❡❧❧✐❣❡♥✳ ❊✐♥❡ ❞✐❡$❡2
▼E❣❧✐❝❤❦❡✐.❡♥ ✇✐2❞ ✐♥ ❬❆$♠✵✽❪ ✈♦2❣❡$.❡❧❧.✳ ❲✐❡ ✈✐❡❧❡ ❛♥❞❡2❡ ❜❛$✐❡2. $✐❡ ❛✉❢ ❡✐♥❡2 ❉❛✲
'❡♥❜❛♥❦ ✈♦♥ ❇❡✐$♣✐❡❧❜✐❧❞❡2♥✳ ❉✐❡$❡ $♦❣❡♥❛♥♥.❡♥ ❚2❛✐♥✐♥❣$$❡.$ ✇❡2❞❡♥ ③✉2 ▲❛✉❢③❡✐. ❞❛③✉
❜❡♥✉.③.✱ ❡✐♥❡♥ ❆❜❣❧❡✐❝❤ ❞❡2 ❜✐$ ❞❛❤✐♥ $❡❣♠❡♥.✐❡2.❡♥ ❋♦2♠ ♠✐. ❞❡♥ ❇❡✐$♣✐❡❧❡♥ ③✉ .2❡✛❡♥✳
❆✉$ ❞✐❡$❡♠ ❙❛❝❤✈❡2❤❛❧. ❢♦❧❣. ❛✉❝❤ ❞✐❡ ❚❛.$❛❝❤❡✱ ❞❛$$ ❞✐❡ ◗✉❛❧✐.7. ❞❡$ ❚2❛✐♥✐♥❣$$❡.$ $✐❝❤
✉♥♠✐..❡❧❜❛2 ❛✉❢ ❞❛$ ❙❡❣♠❡♥.✐❡2✉♥❣$❡2❣❡❜♥✐$ ❛✉$✇✐2❦.✳ ❉❛❜❡✐ ✐$. ❞✐❡ ◗✉❛❧✐.7. ❞❡2 ❚2❛✐✲
♥✐♥❣$❞❛.❡♥ ♥✐❝❤. ♦❜❥❡❦.✐✈ ♠❡$$❜❛2✳ ❆✉❝❤ $.❡❤. ❡✐♥❡ ❣2♦ß❡ ❆♥③❛❤❧ ❛♥ ❚2❛✐♥✐♥❣$❞❛.❡♥ ♥✐❝❤.
✐♠♠❡2 ✐♥ ❞✐2❡❦.❡♠ ❩✉$❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ♠✐. $.❡✐❣❡♥❞❡2 ◗✉❛❧✐.7.✱ ❥❡❞♦❝❤ ✇❡2❞❡♥ ❤7✉✜❣ ❛✉❢✲
.2❡.❡♥❞❡ ▼❡2❦♠❛❧❡ ❞❛❞✉2❝❤ $.72❦❡2 ❣❡✇✐❝❤.❡.✳ ❉❡♥♥♦❝❤ ✐$. ❞✐❡ ❆✉$✇❛❤❧ ❞❡2 ❡✐♥③❡❧♥❡♥
❇❡✐$♣✐❡❧❡ ✈♦♥ ❣2Eß.❡2 ❇❡❞❡✉.✉♥❣✳ ❉✐❡ ❊♥.$❝❤❡✐❞✉♥❣ ♥❛❝❤ ❞❡2 ❆♥③❛❤❧ ✉♥❞ ❞❡2 ❆2. ❞❡2
❇❡✐$♣✐❡❧❡ ❤7♥❣. ❤❛✉♣.$7❝❤❧✐❝❤ ✈♦♥ ❞❡♥ ❋♦2♠❡♥ $❡❧❜$. ❛❜✳ ❍❛. ♠❛♥ ❖❜❥❡❦.❡✱ ✇❡❧❝❤❡ $✐❝❤
❞✉2❝❤ ❡✐♥❡ ❣2♦ß❡ ❱✐❡❧❢❛❧. ✉♥❞ ❱❛2✐❛♥③ ❛✉$③❡✐❝❤♥❡♥✱ ✐$. ❡✐♥ ❣2Eß❡2❡2 ❉❛.❡♥$❛.③ $✐❝❤❡2✲
❧✐❝❤ $✐♥♥✈♦❧❧✳ ❉✐❡$❡2 $♦❧❧.❡ ③✉❞❡♠ ❞✐❡ ✈❡2$❝❤✐❡❞❡♥$.❡♥ ❊2$❝❤❡✐♥✉♥❣$❛2.❡♥ ❡✐♥$❝❤❧✐❡ß❡♥ ✉♥❞
❛❜❜✐❧❞❡♥ ❦E♥♥❡♥✳ ❊✐♥ ✇❡✐.❡2❡$ ❑2✐.❡2✐✉♠ ❜❡✐ ❞❡2 ❆✉$✇❛❤❧ $♦❧❧.❡ ❞✐❡ ▲❡✐$.✉♥❣$❢7❤✐❣❦❡✐.
❞❡$ ❙❡❣♠❡♥.✐❡2✉♥❣$❛❧❣♦2✐.❤♠✉$❡$ $❡❧❜$. ❞❛2$.❡❧❧❡♥✳ ❙♦ $♦❧❧.❡♥ ❱❛2✐❛.✐♦♥❡♥ ✇✐❡ ❘♦.❛.✐♦♥✱
❙♣✐❡❣❡❧✉♥❣✱ ❱❡2$❝❤27♥❦✉♥❣ ♦❞❡2 ❱❡2③❡22✉♥❣ ❡♥.✇❡❞❡2 ❞✉2❝❤ ❞❡♥ ❙❡❣♠❡♥.✐❡2✉♥❣$♣2♦③❡$$
♦❞❡2 ❞✉2❝❤ ❞❡♥ ❉❛.❡♥$❛.③ ❛❜❣❡❞❡❝❦. ✇❡2❞❡♥✳
■♠ ❤✐❡2 ✈♦2❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❋❛❧❧ $✐♥❞ ❞✐❡ ③✉ ❜❡$❝❤2❡✐❜❡♥❞❡♥ ❉❛.❡♥ $❡❤2 $.❛2❦ ✐♥ ✐❤2❡2 ❱❛2✐❛.✐♦♥✳
❆❧❧❡2❞✐♥❣$ $✐♥❞ $✐❡ ❢❛$. $②♠♠❡.2✐$❝❤✱ ✐♥ ♠❛♥❝❤❡♥ ❆✉$♣27❣✉♥❣❡♥ ❥❡❞♦❝❤ ❦❛✉♠ 2♦.❛.✐♦♥$✲
✐♥✈❛2✐❛♥.✳ ❊✐♥❡ ❱❡2$❝❤27♥❦✉♥❣ ♦❞❡2 ❱❡2③❡22✉♥❣ ❞❡2 ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❋♦2♠❡♥ ❢:❤2. ③✉ ♥❡✉❡♥
❋♦2♠❡♥✱ ❞❛ ❦❡✐♥❡ ❤❛2.❡ ❋♦2♠❝❤❛2❛❦.❡2✐$.✐❦❛ ❡✐♥❣❡❤❛❧.❡♥ ✇✐2❞✳
❋:2 ❞✐❡ Y2❛❦.✐$❝❤❡ ❯♠$❡.③✉♥❣ ✇✉2❞❡ ❡✐♥ ❇❡✐$♣✐❡❧❞❛.❡♥$❛.③ ✈♦♥ ✷✵✵ ✈❡2$❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❩❡❧❧❡♥
✐♠ ❋♦2♠❛. ✶✵✵ ♠❛❧ ✶✵✵ Y✐①❡❧♥ ❛❧$ ❇❛$✐$ ❣❡✇7❤❧.✳ ❯♠ ❞✐❡ ✈❡2♥❛❝❤❧7$$✐❣.❡ ❇❡❤❛♥❞❧✉♥❣
❞❡2 ❘♦.❛.✐♦♥ ✐♠ ❙❡❣♠❡♥.✐❡2✉♥❣$♣2♦③❡$$ ❡.✇❛$ ③✉ ❦♦♠♣❡♥$✐❡2❡♥ ✭$✐❡❤❡ ❑❛♣✐.❡❧ ✹✳✹✮✱ ✇✉2✲
❞❡♥ ❞✐❡ ❚2❛✐♥✐♥❣$❞❛.❡♥ ❥❡✇❡✐❧$ ✉♠ ✾✵
◦
❣❡❞2❡❤. ✉♥❞ ❛❧$ ✇❡✐.❡2❡ ❇❡✐$♣✐❡❧❡ ❞❡♠ ❉❛.❡♥$❛.③
❤✐♥③✉❣❡❢:❣.✳ ❙♦ ❡2❣✐❜. $✐❝❤ ❡✐♥ ❚2❛✐♥✐❣$$❡. ✈♦♥ ✹✵✵ ✈♦2$❡❣♠❡♥.✐❡2.❡♥ ❇✐❧❞❡2♥✱ ✇❡❧❝❤❡$ ❡✐♥
♠E❣❧✐❝❤$. ❣✉.❡$ ❆❜❜✐❧❞ ❞❡2 ❩❡❧❧❢♦2♠❡♥ ✈❡2❦E2♣❡2♥ $♦❧❧ ✭$✐❡❤❡ ❆❜❜✳ ❆✳✶✮✳ ❱♦2$.❡❧❧❜❛2 ✇72❡
✷
✈♦♥ ✈♦#♥❤❡#❡✐♥ ♦❞❡# ✈♦#❧)✉✜❣
✷✶
③✉❞❡♠ ❡✐♥❡ ❙♣✐❡❣❡❧✉♥❣ ❞❡+ ❇❡✐-♣✐❡❧❞❛/❡♥✱ ✉♠ ❞❛- ❚+❛✐♥✐♥❣--❡/ ✇❡✐/❡+ ③✉ ✈❡+✈♦❧❧-/5♥❞✐❣❡♥✳
❇❡/+❛❝❤/✉♥❣❡♥ ❤✐❡+③✉ ✜♥❞❡♥ -✐❝❤ ✐♥ ❆♥❤❛♥❣ ❆✳✹✳
✹✳✷✳✷✳ ❋♦%♠%❡♣%)*❡♥,❛,✐♦♥
❍❛/ ♠❛♥ ❡✐♥❡ ❆✉-✇❛❤❧ ✈♦♥ ❇❡✐-♣✐❡❧❢♦+♠❡♥ ❣❡/+♦✛❡♥✱ -♦ -/❡❧❧/ -✐❝❤ ❞✐❡ ❋+❛❣❡ ♥❛❝❤ ❞❡+
+✐❝❤/✐❣❡♥ ❘❡♣+5-❡♥/❛/✐♦♥ ❞❡+ ❋♦+♠❡♥✳ ❊- ❣✐❜/ ✈✐❡❧❡ ✈❡+-❝❤✐❡❞❡♥❡ ❆+/❡♥✱ ❋♦+♠❡♥ ③✉ ❜❡✲
-❝❤+❡✐❜❡♥✳ ❉❛③✉ ③5❤❧/ ❞✐❡ ❇❡-❝❤+❡✐❜✉♥❣ E❜❡+ -♣❡③✐❡❧❧❡ ❑❡♥♥③❛❤❧❡♥✱ ✇✐❡ ③✉♠ ❇❡✐-♣✐❡❧ ❞❡♥
❋❧5❝❤❡♥✐♥❤❛❧/ ✉♥❞ ➘❤♥❧✐❝❤❡-✳ ❊✐♥❡ ❞❡+ ❣❡❡✐❣♥❡/-/❡♥ ▼❡+❦♠❛❧❡✱ ❡✐♥❡ ❋♦+♠ ③✉ ❜❡-❝❤+❡✐✲
❜❡♥✱ ✐-/ ❞❡+❡♥ ❑♦♥#✉%✳ ❊✐♥❡ -♦❧❝❤❡ ❉❛+-/❡❧❧✉♥❣ ✐-/ ❞✉+❝❤ ✉♥/❡+-❝❤✐❡❞❧✐❝❤-/❡ ❱❡+❢❛❤+❡♥ ③✉
❜❡✇❡+❦-/❡❧❧✐❣❡♥✳ ❉✐❡ ❡✐♥❢❛❝❤-/❡ ▼K❣❧✐❝❤❦❡✐/ ✐-/ ❞✐❡ ❙♣❡✐❝❤❡+✉♥❣ ❞❡+ ❑♦♥/✉+ ❞✉+❝❤ ✐❤+❡
❞✐(❦%❡#❡♥ ❲❡+/❡✱ ❛❧-♦ ❡✐♥❡ ❆❜❢♦❧❣❡ ✐❤+❡+ ❙/❛♥❞♦+/♣❛+❛♠❡/❡+ ✐♠ ✷✲ ♦❞❡+ ✸✲❞✐♠❡♥-✐♦♥❛❧❡♥
●✐//❡+✳
❊✐♥❡ ❛♥❞❡+❡ ▼K❣❧✐❝❤❦❡✐/ ③✉+ ❑♦♥/✉+❡♥❜❡-❝❤+❡✐❜✉♥❣ ❜✐❡/❡♥ ❞✐❡ ▲❡✈❡❧✲❙❡#✲▼❡#❤♦❞❡♥✳ ❉✐❡-❡
❜✐❧❞❡♥ ❞✐❡ ❋♦+♠ ❞✉+❝❤ ❡✐♥❡ ❊✐♥❜❡##✉♥❣(❢✉♥❦#✐♦♥ φ ✭❡♥❣❧✳ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✲❢✉♥❝#✐♦♥✮ ✐♥ ❞❡♥ ❦♦♥✲
/✐♥✉✐❡+❧✐❝❤❡♥ ❋✉♥❦/✐♦♥-+❛✉♠ ❛❜✳ ❉❛❜❡✐ ✐-/ ❞✐❡ ❑♦♥/✉+ C -❡❧❜-/ ❡✐♥❡ ●+✉♣♣❡ ✈♦♥ R✉♥❦/❡♥
x ♠✐/ ❞❡♠ ❲❡+/ θ ✐♥ ❞❡+ ❇✐❧❞❞♦♠9♥❡✸ Ω✳
Cθ := {x ∈ Ω|I(x) = θ} ✭✹✳✶✮
❉✐❡ ❑♦♥/✉+ ❜✐❧❞❡/ -♦♠✐/ ❡✐♥❡ ❊❜❡♥❡ ❞✉+❝❤ ❞✐❡ ❋✉♥❦/✐♦♥✳ ❊✐♥ ❣5♥❣✐❣❡- ❇❡✐-♣✐❡❧ ✐-/ ❞✐❡
◆✉/③✉♥❣ ❞❡- ◆✉❧❧❧✐♥✐❡♥❞✉+❝❤❣❛♥❣- ❛❧- ❑♦♥/✉++❡♣+5-❡♥/❛/✐♦♥✳ ❉✐❡-❡+ ✇✐+❞ ❛✉❝❤ ✐♥ ❞❡♥
❉✐-/❛♥③❢✉♥❦/✐♦♥❡♥ ✭③✳❇✳ ❞❡+ ❦❧❛--✐-❝❤❡♥ (✐❣♥❡❞✲❞✐(#❛♥❝❡✲❢✉♥❝#✐♦♥✮ ❬❇✐-✵✻❪ ❣❡♥✉/③/✱ ✇❡❧❝❤❡
❡✐♥❡♥ ❲❡+/ ❞❡+ ❋✉♥❦/✐♦♥ ❛✉❢ ❞✐❡ +5✉♠❧✐❝❤❡ ♦❞❡+ ❡✐♥❡ ❡♥/-♣+❡❝❤❡♥❞ ❛♥❞❡+❡ ❉✐-/❛♥③ ③✉+
❑♦♥/✉+ ❛❜❜✐❧❞❡/✳ ❊✐♥❡ ✇❡✐/❡+❡ -❡❤+ ❡✐♥❢❛❝❤❡ ❋✉♥❦/✐♦♥ ③✉+ ▲❡✈❡❧✲❙❡/✲❘❡♣+5-❡♥/❛/✐♦♥ ✐-/
❞✐❡ ❊✐♥❤❡✐#((♣%✉♥❣❢✉♥❦#✐♦♥ H(x) ✭❡♥❣❧✳ ❤❡❛✈✐(✐❞❡✲(#❡♣✲❢✉♥❝#✐♦♥✮✳ ❉✐❡-❡ ♥✐♠♠/ ♥✉+ ③✇❡✐
❜③✇✳ ❞+❡✐ ❲❡+/❡ ❛♥✿ ❞✐❡ ❲❡+/❡ a ❢E+ ❛✉ß❡+❤❛❧❜ ✉♥❞ b ❢E+ ✐♥♥❡+❤❛❧❜ ❞❡+ ❑♦♥/✉+✱ -♦✇✐❡ ❞❡♥
❲❡+/ θ ❢E+ ❞✐❡ ❑♦♥/✉+ -❡❧❜-/✳
H(x) =
{
a, I(x) < θ
b, I(x) > θ
✭✹✳✷✮
■♥ ❞❡+ ❦♦♥❦+❡/❡♥ ❯♠-❡/③✉♥❣ ✇✉+❞❡ ❡❜❡♥❢❛❧❧- ❡✐♥❡ ❉❛+-/❡❧❧✉♥❣ ❛❧- ❍❡❛✈✐-✐❞❡ ▲❡✈❡❧✲❙❡/✲
❋✉♥❦/✐♦♥ ✐♠♣❧❡♠❡♥/✐❡+/✳ ❉✐❡- ❧✐❡❣/ ✈♦+ ❛❧❧❡♠ ❛♥ ✐❤+❡+ ❊✐♥❢❛❝❤❤❡✐/✳ ❩✉❞❡♠ ✐-/ ❞✐❡ ◆✉/③✉♥❣
❡✐♥❡+ ❉✐-/❛♥③❢✉♥❦/✐♦♥ ❢E+ ❞❡♥ ❊✐♥-❛/③ ❛❧- ❱❛+✐❛❜❧❡♥❞❛+-/❡❧❧✉♥❣ ✐♥ ❞❡+ ❍❛✉♣/❦♦♠♣♦♥❡♥✲
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♠❡,❡"♥ ❜❡"✉❤,✳ ❉✐❡# #✐♥❞ ❞✐❡ ❋♦"♠ #❡❧❜#,✱ ✐❤"❡ L♦#✐,✐♦♥ ✐♠ ❇✐❧❞ ✉♥❞ ✐❤"❡ ❘♦,❛,✐♦♥✳ ❇❡✐
❞✐❡#❡♠ ❆♥#❛,③ ♠✉## ♠❛♥ ❛❧❧❡"❞✐♥❣# ❞❛✈♦♥ ❛✉#❣❡❤❡♥✱ ❞❛## ❡✐♥ ❱❡"❣❧❡✐❝❤ ❞❡" ③✉ #❡❣♠❡♥✲
,✐❡"❡♥❞❡♥ ❋♦"♠ ✉♥❞ ❞❡♠ ❲❛❤"#❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐,##❝❤P,③❡" ❢Q" ❞✐❡ ❋♦"♠❡♥ ❣"Rß❡♥✐♥✈❛"✐❛♥, ✐#,✳
❉✐❡# ✐#, ✐♠ ❑♦♥,❡①, ❞✐❡#❡" ❆"❜❡✐, ❥❡❞♦❝❤ ♥✐❝❤, ❣❡❣❡❜❡♥✱ ❞❛ ❡✐♥❡ ❢❡#,❡ ●"Rß❡ ❢Q" ❞✐❡ ❇❡✐✲
#♣✐❡❧❞❛,❡♥ ❣❡✇P❤❧, ✇✉"❞❡✱ ✇❡❧❝❤❡ ✐♥ ❦❡✐♥❡♠ ❡✐♥❤❡✐,❧✐❝❤❡♥ ❩✉#❛♠♠❡♥❤❛♥❣ ♠✐, ❞❡" ●"Rß❡
❞❡" ✐♠ ❇✐❧❞ ✈♦"❦♦♠♠❡♥❞❡♥ ❩❡❧❧❡♥ #,❡❤,✳ ❆✉# ❞✐❡#❡♠ ●"✉♥❞ ♠✉## ❡✐♥ ❙❦❛❧✐❡"✉♥❣#❢❛❦,♦" ❛❧#
✇❡✐,❡"❡" L❛"❛♠❡,❡" ❡✐♥❣❡❢Q❤", ✇❡"❞❡♥✳ ❉❡# ❲❡✐,❡"❡♥ ✇✐"❞ ❛✉# ●"Q♥❞❡♥ ❞❡" ❑♦♠♣❧❡①✐,P,
❛✉❢ ❞❡♥ ❘♦,❛,✐♦♥#♣❛"❛♠❡,❡" ✈❡"③✐❝❤,❡,✳ ❉✐❡#❡" #♦❧❧ ❞✉"❝❤ ❡✐♥❡♥ ❡♥,#♣"❡❝❤❡♥❞ ❣❡✇P❤❧,❡♥
❇❡✐#♣✐❡❧❞❛,❡♥#❛,③ ❛❜❣❡❞❡❝❦, ✇❡"❞❡♥ ✭#✐❡❤❡ ❑❛♣✐,❡❧ ✹✳✷✳✶✮✳
❩✉" ❣❡♥❛✉❡♥ ❉❛"#,❡❧❧✉♥❣ ❡✐♥❡" ❋♦"♠ ✐♠ ❇✐❧❞ ♠Q##❡♥ ❞✐❡ ❚"❛✐♥✐♥❣#❞❛,❡♥ ✉♥,❡" ❇❡"Q❝❦✲
#✐❝❤,✐❣✉♥❣ ✈♦♥ ❱❡"#❝❤✐❡❜✉♥❣ h ✉♥❞ ❙❦❛❧✐❡"✉♥❣ s ③✉ ❡✐♥❡" L❛"❛♠❡,❡"❞❛"#,❡❧❧✉♥❣ ❢Q" ❞✐❡
❡♠❜❡❞❞✐♥❣✲❢✉♥❝+✐♦♥ ③✉" ▲❡✈❡❧✲❙❡,✲❘❡♣"P#❡♥,❛,✐♦♥ ✉♠❣❡#,❡❧❧, ✇❡"❞❡♥✳ ❉✐❡# ❣❡#❝❤✐❡❤, ❞✉"❝❤
❞❛# ❊✐♥#❡,③❡♥ ❞❡" ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✲❢✉♥❝+✐♦♥ ✐♥ ❞✐❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✸✳✶✹✮ ✉♥❞ ❡✐♥❡ ❡♥,#♣"❡❝❤❡♥❞❡
❯♠❢♦"♠✉♥❣ ③✉✿
φα,h,s(x) = φ0(sx + h) +
k∑
1=1
αivi(sx + h) ✭✹✳✹✮
❉✐❡ ❋✉♥❦,✐♦♥ φ0 ❜❡③❡✐❝❤♥❡, ❞❡♥ ▼✐,,❡❧✈❡❦,♦"✱ vi ❞❡♥ i✲,❡♥ ❊✐❣❡♥✈❡❦,♦"✱ ❞✐❡ ❱❡"#❝❤✐❡❜✉♥❣
h ∈ R2 ❞✐❡ L♦#✐,✐♦♥ ✐♠ ③✇❡✐❞✐♠❡♥#✐♦♥❛❧❡♥ ❇✐❧❞"❛#,❡" ✉♥❞ ❞✐❡ ❙❦❛❧✐❡"✉♥❣ s ∈ R ❞❡♥
●"Rß❡♥✉♥,❡"#❝❤✐❡❞ ③✉ ❞❡♥ ❇❡✐#♣✐❡❧❞❛,❡♥✳
❆❧# ❋❛❦,♦"❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞❛# ❊♥❡"❣✐❡❢✉♥❦,✐♦♥❛❧ ❜✐❧❞❡♥✱ ✇❡"❞❡♥ ✇✐❡ ✐♠ ▼❛①✐♠✉♠✲▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞
❆♥5❛+③ ❲❛❤"#❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐,❡♥ ❣❡♥✉,③,✳ ❉❛❜❡✐ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ❙❡❣♠❡♥,✐❡"✉♥❣ ❞✉"❝❤ ❞✐❡ ❍✐♥③✉✲
♥❛❤♠❡ ❞❡# 5❤❛♣❡ ♣8✐♦8 ❛❧# ▼❛①✐♠✐❡"✉♥❣ ❞❡" ❛ ♣♦5+❡8✐♦8✐
✽
❱❡",❡✐❧✉♥❣ ❜❡"❡❝❤♥❡, ✇❡"❞❡♥✳
❉✐❡# ❜❡❞❡✉,❡,✱ ❞❛# ❊♥❡"❣✐❡❢✉♥❦,✐♦♥❛❧ ✉♥❞ ❞❛♠✐, ❞✐❡ ❲❛❤"#❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐, ❢Q" ❞✐❡ ❣❡,"♦✛❡✲
♥❡ ❙❡❣♠❡♥,✐❡"✉♥❣ ❜③✇✳ ❣❡❢✉♥❞❡♥❡ ❑♦♥,✉" #♦❧❧ ♠❛①✐♠❛❧ #❡✐♥✳ ❊# ❧P##, #✐❝❤ ❥❡❞❡ ♠R❣❧✐❝❤❡
❙❡❣♠❡♥,✐❡"✉♥❣ ❜❡✇❡",❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❜❡#,♠R❣❧✐❝❤❡ #♦❧❧ ❞❛❜❡✐ ❣❡✇P❤❧, ✇❡"❞❡♥✳
P (φ|I) ≈ P (I|φ)P (φ) ✭✹✳✺✮
❉❛❜❡✐ ❜❡③❡✐❝❤♥❡, ❞❡" ❡"#,❡ ❚❡"♠ ❞✐❡ ❲❛❤"#❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐, ❢Q" ❡✐♥❡ ❣❡,"♦✛❡♥❡ ❙❡❣♠❡♥,✐❡"✉♥❣
❛✉❢ ●"✉♥❞❧❛❣❡ ❞❡# ✈♦"❤❛♥❞❡♥❡♥ ❇✐❧❞❡#✱ ❞❡" ③✇❡✐,❡ ❚❡"♠ ❜❡#❝❤"❡✐❜, ❞✐❡ ❲❛❤"#❝❤❡✐♥❧✐❝❤✲
❦❡✐, ❡✐♥❡# ❇✐❧❞❡# ♠✐, ❣❡,"♦✛❡♥❡" ❙❡❣♠❡♥,✐❡"✉♥❣✳ ❉✐❡#❡" ✇✐"❞ ❛❧# ❉❛+❡♥+❡8♠ ❜❡③❡✐❝❤♥❡,✳
✽
❇❡③❡✐❝❤♥❡' ❲✐))❡♥✱ ❞❛) ❛✉) ❞❡. ❊.❢❛❤.✉♥❣ ❡♥')'❛♠♠' ♦❞❡. ❜❡.❡✐') ❜❡✇✐❡)❡♥ ✇✉.❞❡
✷✻
❉❡" ❧❡$③$❡ ❚❡"♠ ❜❡)❝❤"❡✐❜$✱ ✇✐❡ ✇❛❤")❝❤❡✐♥❧✐❝❤ ❞✐❡ )❡❣♠❡♥$✐❡"$❡ ❋♦"♠ ♥❛❝❤ ❞❡♠  ❤❛♣❡
♣%✐♦% )❡❧❜)$ ✐)$✳ ❉❛$❡♥$❡"♠ ✉♥❞ ❋♦"♠❡♥✇❛❤")❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐$ ❦8♥♥❡♥ ③✉❡✐♥❛♥❞❡" ❞✉"❝❤ ❡✐♥❡
❑♦♥)$❛♥$❡ c ❣❡✇✐❝❤$❡$ ✇❡"❞❡♥✳
P (φ|I) ≈ P (I|φ)cP (φ) ✭✹✳✻✮
❉✐❡ ▲8)✉♥❣ ❞✐❡)❡) ?"♦❜❧❡♠) ✐)$ ❡✐♥❡ ✉♥❡♥❞❧✐❝❤❞✐♠❡♥)✐♦♥❛❧❡ ▼❛①✐♠✐❡"✉♥❣)❛✉❢❣❛❜❡✱ ❞❛ ❥❡✲
❞❡ ❞✐❡)❡" ❚❡✐❧$❡"♠❡ ✉♥❡♥❞❧✐❝❤❞✐♠❡♥)✐♦♥❛❧ ✐)$✳ ❉✉"❝❤ ❞✐❡ ?❛"❛♠❡$❡"❞❛")$❡❧❧✉♥❣ ❛✉) ❋♦"♠❡❧
✭✹✳✹✮ ❦8♥♥❡♥ ✇✐" ❞❛) ✉♥❡♥❞❧✐❝❤❞✐♠❡♥)✐♦♥❛❧❡ ?"♦❜❧❡♠ ❛✉) ❋♦"♠❡❧ ✭✹✳✻✮ ✐♥ ❡✐♥ ❡♥❞❧✐❝❤❞✐✲
♠❡♥)✐♦♥❛❧❡) E❜❡"❢E❤"❡♥✱ ❞❛ ❞✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❚❡✐❧$❡"♠❡ ♥✉♥ ❞✉"❝❤ ❞✐❡ ?❛"❛♠❡$❡" ❣❡♥❛✉❡"
❜❡)❝❤"✐❡❜❡♥ ✇❡"❞❡♥ ✉♥❞ )♦♠✐$ ♥✉" ❡♥❞❧✐❝❤ ✈✐❡❧❡ ▼8❣❧✐❝❤❦❡✐$❡♥ ③✉❧❛))❡♥✳
P (α, h, s|I) ≈ P (I|α, h, s)cP (α, h, s) ✭✹✳✼✮
❉❛ ❞✐❡ ❲❛❤")❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐$ P (α, h, s) ❡✐♥③✐❣ ✈♦♥ α ❛❜❤I♥❣✐❣ ✐)$✱ )❝❤"❡✐❜❡♥ ✇✐" ♥✉" P (α)✳
❉✐❡) "❡)✉❧$✐❡"$ ❛✉) ❞❡" ▼♦❞❡❧❧❛♥♥❛❤♠❡✱ ❞❛)) ❥❡❞❡ ❱❡")❝❤✐❡❜✉♥❣ h ✉♥❞ ❙❦❛❧✐❡"✉♥❣ s ❢E"
❡✐♥❡ )♦❧❝❤❡ ❋♦"♠ ❣❧❡✐❝❤ ✇❛❤")❝❤❡✐♥❧✐❝❤ )✐♥❞✳
❆✉) ❞✐❡)❡♥ ❱♦"❜❡$"❛❝❤$✉♥❣❡♥ ❧I))$ )✐❝❤ ♥✉♥ ❡✐♥ ✜♥❛❧❡) ❊♥❡"❣✐❡❢✉♥❦$✐♦♥❛❧ ❞❡✜♥✐❡"❡♥✱ ✇❡❧✲
❝❤❡) ♠❛①✐♠✐❡"$ ✇❡"❞❡♥ )♦❧❧✳ ❲✐" ❢♦"♠❡♥ ❞✐❡)❡) ❋✉♥❦$✐♦♥❛❧ ③✉ ❡✐♥❡" ▼✐♥✐♠✐❡"✉♥❣)❛✉❢❣❛❜❡
✉♠✳ ❍✐❡"③✉ ♥✉$③❡♥ ✇✐" ❞✐❡ ❊✐❣❡♥)❝❤❛❢$ ❞❡) ▲♦❣❛"✐$❤♠✉) ❛❧) ♠♦♥♦$♦♥❡ ❋✉♥❦$✐♦♥✳ ❉❛♠✐$
)♦❧❧ ♥✉♥ ❞❛) ▼✐♥✐♠✉♠ ❞❡) ♥❡❣❛$✐✈❡♥ ▲♦❣❛"✐$❤♠✉) ✉♥)❡"❡) ❊♥❡"❣✐❡❢✉♥❦$✐♦♥❛❧) ❣❡❢✉♥❞❡♥
✇❡"❞❡♥ ✭♥❛❝❤ ❬❈❘✵✼❪✮✳
E(α, h, s) = − logP (I|α, h, s)− c logP (α) ✭✹✳✽✮
❉✉"❝❤ ❍✐♥③✉♥❛❤♠❡ ❞❡" ❍❡❛✈✐)✐❞❡ ❋✉♥❦$✐♦♥ ❛❧) ❉❛")$❡❧❧✉♥❣ ❢E" ❞✐❡ ▲❡✈❡❧✲❙❡$✲❋✉♥❦$✐♦♥
✭)✐❡❤❡ ❑❛♣✐$❡❧ ✹✳✷✳✷✮ Hφ = H(φα,h,s(x)) ✉♥❞ ❞❛) ❊✐♥)❡$③❡♥ ✈♦♥ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✹✳✸✮ ❡"❤❛❧$❡♥
✇✐"✿
E(α, h, s) = −
∫
Ω
Hφ log pin(I)+(1−Hφ) log pout(I)dx−c log
(
1√
(2π)k |Σk|
exp
(
−1
2
αTΣ−1k α
))
✭✹✳✾✮
❍✐❡"③✉ ✇❡"❞❡♥ ♥❛❝❤ ❬❈❘✵✼❪ ③✇❡✐ ●"❛✉✇❡"$✇❛❤")❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐$)❢✉♥❦$✐♦♥❡♥ E❜❡" ❞❡♥ ❇✐❧❞✲
✐♥❢♦"♠❛$✐♦♥❡♥ ❞❡✜♥✐❡"$✱ ✇❡❧❝❤❡ ❛♥❣❡❜❡♥✱ ✇✐❡ ✇❛❤")❝❤❡✐♥❧✐❝❤ ❞✐❡ ❩✉❣❡❤8"✐❣❦❡✐$ ❡✐♥❡) ❇✐❧✲
❞✐♥$❡♥)✐$I$)✇❡"$❡) I(x) ③✉♠ ❍✐♥$❡"❣"✉♥❞ pout ♦❞❡" ③✉" ❋♦"♠❢E❧❧✉♥❣ pin ✐)$✳
✷✼
pout(I(x)) =
{
g(x) ∗ exp(− 12( I(x)−µoutσout )2) I(x) < µout
g(x) I(x) > µout
✭✹✳✶✵✮
g(x) =
1
1
2 ∗
∫
exp
(− 12( I(x)−µoutσout )2)dx + (255− µout) ✭✹✳✶✶✮
pin(I(x)) =
1
σin
√
2π
∗ exp
(
− 1
2
(
I(x)− µin
σin
)2)
✭✹✳✶✷✮
❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✹✳✼✳ ✕ ❇❡✐$♣✐❡❧ ❢() ●)❛✉✇❡).✇❛❤)$❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐.$❢✉♥❦.✐♦✲
♥❡♥ ♥❛❝❤ ❋♦)♠❡❧ ✭✹✳✶✵✮ ✉♥❞ ✭✹✳✶✷✮
❩✉) ❇❡,-✐♠♠✉♥❣ ❞❡) ❲❛❤),❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐-❡♥ ✇✐)❞ ❡✐♥❡ ●❧♦❝❦❡♥❦✉)✈❡ ✉♠ ❞❡♥ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥
❊)✇❛)-✉♥❣,✇❡)- ✲ µin ❢A) ❞❡♥ ♠✐--❧❡)❡♥ ✐♥♥❡)❡♥ ●)❛✉✇❡)- ✉♥❞ µout ❢A) ❞❡♥ ♠✐--❧❡)❡♥
B✉ß❡)❡♥ ●)❛✉✇❡)- ✲ ♠✐- ❡✐♥❡) ❡♥-,♣)❡❝❤❡♥❞❡♥ ❙-❛♥❞❛)❞❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣ σin ✉♥❞ σout ❢A) ❞✐❡
❜❡✐❞❡♥ ❘❡❣✐♦♥❡♥ ❛✉❢❣❡,♣❛♥♥-✳ ❲❡)-❡✱ ❞✐❡ ♦❜❡)❤❛❧❜ µout ❧✐❡❣❡♥✱ ,✐♥❞ ❤❡❧❧❡) ❛❧, ❞❡) ❉✉)❝❤✲
,❝❤♥✐-- ✉♥❞ ✇❡)❞❡♥ ❞❡,❤❛❧❜ ③✉♠ ❍✐♥-❡)❣)✉♥❞ ❣❡③B❤❧-✳ ❇❡✐ ❞❡) ♣)❛❦-✐,❝❤❡♥ ❯♠,❡-③✉♥❣
✇✉)❞❡♥ µin ❞✉)❝❤ ❞✐❡ ▼✐--❧✉♥❣ ❞❡) ●)❛✉✇❡)-❡ ❞❡) ❜❡)❡✐-, ,❡❣♠❡♥-✐❡)-❡♥ ❋♦)♠ ✉♥❞ µout
❛✉, ❡✐♥❡♠ ✉♠,❝❤❧✐❡ß❡♥❞❡♥ ❇❡)❡✐❝❤ ❡)♠✐--❡❧-✳
❩✉❞❡♠ ✇✉)❞❡ ❞❡) ❞)❡✐❞✐♠❡♥,✐♦♥❛❧❡ ■♥-❡♥,✐-B-,✈❡❦-♦) I(x) ✐♥ ❡✐♥❡♥ ❡✐♥❞✐♠❡♥,✐♦♥❛❧❡♥
●)❛✉✇❡)- A❜❡)❢A❤)-✳ ❉✐❡, ❞✐❡♥- ❞❡) ❘❡❞✉③✐❡)✉♥❣ ❞❡) P)♦❜❧❡♠❛-✐❦ ,♦✇✐❡ ❞❡, ❘❡❝❤❡♥❛✉❢✲
✇❛♥❞❡, ✉♥❞ ✐,- ❞✉)❝❤ ❞✐❡ )❡❝❤- ❡✐♥,❡✐-✐❣❡ ✉♥❞ ,-❛)❦ ✉♥❣❡,B--✐❣-❡ ❋B)❜✉♥❣ ❞❡) ❡✐♥③❡❧♥❡♥
❩❡❧❧❡♥ ✉♥,❡)❡) ❆✉,❣❛♥❣,❞❛-❡♥ ♠R❣❧✐❝❤✳ ■♥ ❋B❧❧❡♥✱ ✐♥ ❞❡♥❡♥ ❋❛)❜❡ ❡✐♥❡ ❣)Rß❡)❡ ❘♦❧❧❡ ,♣✐❡❧-✱
❦R♥♥❡♥ ♠❡❤)❡)❡ ❋❛)❜✇❡)-,❝❤B-③❡) ❤✐♥-❡)❡✐♥❛♥❞❡) ❣❡,❝❤❛❧-❡- ✇❡)❞❡♥✱ ❡✐♥❡♥ ❢A) ❥❡❞❡♥ ❋❛)❜✲
❦❛♥❛❧✳
pin|out(I(x)) =
n∏
channel=1
pin|outchannel(I(x)) ✭✹✳✶✸✮
✷✽
❉✐❡ ❉❛$❡♥ ❢'( ❞✐❡ ●(❛✉✇❡($-❝❤0$③❡( -✐♥❞ ♥✉( (❡❣✐♦♥❛❧ ✉♥❞ ❦6♥♥❡♥ ❞❡❤❛❧❜ ✉♥❣❡♥❛✉ -❡✐♥✳
❙❝❤❧✐❡ß❡♥ ❞✐❡ ❉❛$❡♥ ❢'( ❞❡♥ ♠✐$$❧❡(❡♥ 0✉ß❡(❡♥ ●(❛✉✇❡($ ③✉ ✈✐❡❧❡ ❡✐❣❡♥$❧✐❝❤ ③✉ ❡✐♥❡(
❋♦(♠ ❣❡❤6(❡♥❞❡♥ ❲❡($❡ ❡✐♥✱ ✇✐(❞ ❞✐❡ ❊♥$-❝❤❡✐❞✉♥❣ '❜❡( ❞✐❡ ❲❛❤(-❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐$❡♥ -❡❤(
✉♥❣❡♥❛✉ ❞❛ ❞✐❡ ❙$❛♥❞❛($❛❜✇❡✐❝❤✉♥❣ -$❛❦ ③✉♥✐♠♠$✳ ❩✉❞❡♠ ♠'--❡♥ ❞✐❡ ❋❛(❜✇❡($❡ ✐♥ ❥❡❞❡(
■$❡(❛$✐♦♥ ♥❡✉ ❜❡-$✐♠♠$ ✇❡(❞❡♥✱ ✇❛- ✇❡♥✐❣ ❧❛✉❢③❡✐$❡✣③✐❡♥$ ✐-$✳ ❊✐♥❡ ❑♦♠❜✐♥❛$✐♦♥ ❛✉-
❡✐♥❡( ❣❡-❝❤0$③$❡♥ ❣❧♦❜❛❧❡♥ ❑♦♠♣♦♥❡♥$❡ ✉♥❞ ❞❡♥ ❧♦❦❛❧❡♥ ●(6ß❡♥ ❦6♥♥$❡ ❤✐❡( ❆❜❤✐❧❢❡
-❝❤❛✛❡♥✳
✹✳✺✳ ●$❛❞✐❡♥*❡♥❛❜,*✐❡❣
❉✐❡ ▲6-✉♥❣ ❞❡- ▼✐♥✐♠✐❡(✉♥❣-♣(♦❜❧❡♠- '❜❡( ❞❡♠ ❊♥❡(❣✐❡❢✉♥❦$✐♦♥❛❧ ❛✉- ❋♦(♠❡❧ ✭✹✳✾✮ -♦❧❧
❡✐♥ ❜❡-$♠6❣❧✐❝❤❡- ❙❡❣♠❡♥$✐❡(✉♥❣❡(❣❡❜♥✐- ❧✐❡❢❡(♥✳ ❋✉♥❦$✐♦♥❡♥ ❦6♥♥❡♥ ❞✉(❝❤ ❞✐❡ ❱❡(✇❡♥✲
❞✉♥❣ ✈♦♥ ❆❜❧❡✐$✉♥❣-✐♥❢♦(♠❛$✐♦♥❡♥ ♠✐♥✐♠✐❡($ ✇❡(❞❡♥✳ ❊✐♥ ▼✐♥✐♠✉♠ ✲ ♦❜ ♥✉♥ ❡✐♥ ❣❧♦❜❛❧❡-
♦❞❡( ♥✉( ❡✐♥ ❧♦❦❛❧❡- ✲ ③❡✐❝❤♥❡$ -✐❝❤ ❞❛❞✉(❝❤ ❛✉-✱ ❞❛-- ❞✐❡ ❡(-$❡ ❆❜❧❡✐$✉♥❣ ◆✉❧❧ ✐-$ ✉♥❞
-♦♠✐$ ❦❡✐♥❡ ❙$❡✐❣✉♥❣ ❛♥ ❞✐❡-❡♠ R✉♥❦$ ✈♦(❤❛♥❞❡♥ ✐-$✳ ❍✐❡(❛✉❢ ❜❛-✐❡($ ❞❛- ●!❛❞✐❡♥'❡♥❛❜✲
*'✐❡❣*✈❡!❢❛❤!❡♥✱ ❛✉❝❤ ❛❧- ❱❡(❢❛❤(❡♥ ❞❡- -$❡✐❧-$❡♥ ❆❜-$✐❡❣- ❜❡❦❛♥♥$ ❬▼❡✐✵✺❪✳
❉❡( ●(❛❞✐❡♥$ ❡✐♥❡( ❋✉♥❦$✐♦♥ f : Rn → R ❜✐❧❞❡$ ❡✐♥❡♥ ❱❡❦$♦(✱ ❞❡--❡♥ ❑♦♠♣♦♥❡♥$❡♥ ❞✉(❝❤
❞✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ♣❛($✐❡❧❧❡♥ ❆❜❧❡✐$✉♥❣❡♥ ❜❡-$✐♠♠$ ✇❡(❞❡♥✿
∇f = ❣(❛❞f =
(
∂f
∂x1
, . . . ,
∂f
∂xn
)
= (fx1 , . . . , fxn) ✭✹✳✶✹✮
❉✐❡- ❜❡❞❡✉$❡$✱ ❞❛-- ❡✐♥ ❊①$(❡♠✉♠ ♦❞❡( ❙❛$$❡❧♣✉♥❦$ ❞❡( ❋✉♥❦$✐♦♥ f ❛❧- ❣(❛❞f = 0 ❞❡✜✲
♥✐❡($ ✐-$✳ ❉❛ ❞✐❡-❡ ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ♦❢$♠❛❧- ♥✐❝❤$ $(✐✈✐❛❧ ❧6-❜❛( ✐-$✱ ✈❡(✇❡♥❞❡$ ♠❛♥ ❞❛- ✐$❡(❛$✐✈❡
❱❡(❢❛❤(❡♥ ❞❡- ●(❛❞✐❡♥$❡♥❛❜-$✐❡❣-✳ ❉❡( ●(❛❞✐❡♥$ ❡✐♥❡( ❋✉♥❦$✐♦♥ ❤❛$ ❞✐❡ ❣❡♦♠❡$(✐-❝❤❡
❊✐❣❡♥-❝❤❛❢$✱ ❛♥ ❡✐♥❡♠ R✉♥❦$ ✐♥ ❘✐❝❤$✉♥❣ ❞❡- -$❡✐❧-$❡♥ ❆✉❢-$✐❡❣- ③✉ ③❡✐❣❡♥✳ ❉✐❡-❡ ❊✐✲
❣❡♥-❝❤❛❢$ ❦❛♥♥ ♠❛♥ -✐❝❤ ③✉ ◆✉$③❡♥ ♠❛❝❤❡♥ ✉♥❞ ✐❤♠ ✐♥ ❣❡✇'♥-❝❤$❡( ❘✐❝❤$✉♥❣ ❢♦❧❣❡♥✳
■♠ ❋❛❧❧ ❞❡( ▼✐♥✐♠✐❡(✉♥❣ ❢♦❧❣$ ♠❛♥ ❞❡♠ ♥❡❣❛$✐✈❡♥ ●(❛❞✐❡♥$❡♥ ❜✐- ❡( ✐♥ ❡✐♥❡♠ ▼✐♥✐♠✉♠
◆✉❧❧ ✇✐(❞✳ ❯♠ ❞❡( ❋✉♥❦$✐♦♥ ✐♥ ❡✐♥❡ ❞✉(❝❤ ❞❡♥ ●(❛❞✐❡♥$❡♥ ❜❡-$✐♠♠$❡ ❘✐❝❤$✉♥❣ ③✉ ❢♦❧❣❡♥✱
❛❞❞✐❡($ ♦❞❡( -✉❜$(❛❤✐❡($ ♠❛♥ ❞✐❡ ♣❛($✐❡❧❧❡♥ ❆❜❧❡✐$✉♥❣❡♥ ③✉ ❞❡♥ ❡♥$-♣(❡❝❤❡♥❞❡♥ ❋✉♥❦$✐✲
♦♥-♣❛(❛♠❡$❡(♥ ✉♥❞ ❡(♠✐$$❡❧$ ❞❡♥ ♥❡✉❡♥ ❋✉♥❦$✐♦♥-✇❡($✳ ❉♦($ ❜❡-$✐♠♠$ ♠❛♥ ❡(♥❡✉$ ❞❡♥
●(❛❞✐❡♥$❡♥ ✉♥❞ ✇✐❡❞❡(❤♦❧$ ❞❡♥ ❱♦(❣❛♥❣ ❜✐- ❞❡( ●(❛❞✐❡♥$ ◆✉❧❧ ✐-$✳ ❉❛❜❡✐ ❦❛♥♥ ❞✐❡ ●(6ß❡
❞❡( ♣❛($✐❡❧❧❡♥ ❆❜❧❡✐$✉♥❣ ❞✉(❝❤ ❡✐♥❡ ❑♦♥-$❛♥$❡ -❦❛❧✐❡($ ✇❡(❞❡♥✳ ❉✐❡-❡( R❛(❛♠❡$❡( ✇✐(❞
❙❝❤!✐''✇❡✐'❡ ♦❞❡( ▲❡(♥(❛$❡ ω ❣❡♥❛♥♥$ ❬❑✐♥✾✷❪✳
f(x− ω∂f
∂x
) <= f(x) ✭✹✳✶✺✮
❉✐❡-❡- ❱❡(❢❛❤(❡♥ -♦❧❧ ❛✉❝❤ ③✉( ▲6-✉♥❣ ❞❡- ▼✐♥✐♠✐❡(✉♥❣-♣(♦❜❧❡♠- ❛✉- ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✹✳✾✮
❣❡♥✉$③$ ✇❡(❞❡♥✳ ❍✐❡(③✉ ♠'--❡♥ ❞✐❡ ♣❛($✐❡❧❧❡♥ ❆❜❧❡✐$✉♥❣❡♥ ❢'( α✱ h ✉♥❞ s ❜❡-$✐♠♠$ ✇❡(✲
❞❡♥✳ ❉❛❜❡✐ ✐-$ ③✉ ❜❡❛❝❤$❡♥✱ ❞❛-- ❞✐❡ ❍❡❛✈✐-✐❞❡ ❋✉♥❦$✐♦♥ Hφ ❛❧- ❡(-$❡ ❆❜❧❡✐$✉♥❣ ❡✐♥❡
❉✐!❛❝✲❋✉♥❦'✐♦♥ δ ❜❡-✐$③$✳
✷✾
δ(x) =
{
0 x "= θ
∞ x = θ ✭✹✳✶✻✮
❩✉( ■♠♣❧❡♠❡♥/✐❡(✉♥❣ ✇✉(❞❡ ❞❡( ❋✉♥❦/✐♦♥7✇❡(/ ✈♦♥ δ(θ) ❛✉❢ ✶ ❣❡7❡/③/✱ ❞❛ ❞✐❡7 ❞✐❡ ❇❡✲
(❡❝❤♥✉♥❣❡♥ ✇❡7❡♥/❧✐❝❤ ✈❡(❡✐♥❢❛❝❤/✳
❆✉7 ❞❡( ❆❜❧❡✐/✉♥❣ ❞❡7 ❊♥❡(❣✐❡❢✉♥❦/✐♦♥❛❧7 ❛✉7 ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✭✹✳✾✮ ♥❛❝❤ ✐❤(❡♥ F❛(❛♠❡/❡(♥
❡(❤G❧/ ♠❛♥ ❞✐❡ ●(❛❞✐❡♥/❡♥❛❜7/✐❡❣7❢✉♥❦/✐♦♥❡♥ ✭♥❛❝❤ ❬❈❘✵✼❪✮✿
dα
dt
=
∫
Ω
δ(φα,h,s(x))v(sx + h)e(x)dx− c
(
Σ−1k α
)
✭✹✳✶✼✮
dh
dt
=
∫
Ω
δ(φα,h,s(x))∇φα,h,s(x)e(x)dx ✭✹✳✶✽✮
ds
dt
=
∫
Ω
δ(φα,h,s(x))∇φα,h,s(x)xe(x)dx ✭✹✳✶✾✮
✇♦❜❡✐ ❣✐❧/✿
e(x) = log
pout(I(x))
pin(I(x))
✭✹✳✷✵✮
❍✐❡(❜❡✐ ✐7/ ③✉ ❜❡❛❝❤/❡♥✱ ❞❛77 ❡7 ❜❡✐ ❞❡( ■♠♣❧❡♠❡♥/✐❡(✉♥❣ ✈♦♥ e(x) ③✉ ♥✉♠❡(✐7❝❤❡♥ F(♦❜❧❡✲
♠❡♥ ❦♦♠♠❡♥ ❦❛♥♥✱ ✇✐❡ ❞❡( ❉✐✈✐7✐♦♥ ❞✉(❝❤ ◆✉❧❧✳ ❆✉❝❤ ❞✐❡ T❜❡(7/❡✉❡(✉♥❣ ♠✉77 ❜❡❞❛❝❤/
✇❡(❞❡♥✱ ❞❛ ❞✐❡ ▲♦❣❛(✐/❤♠✉7❢✉♥❦/✐♦♥ 7❝❤♥❡❧❧ ✐♥7 ❯♥❡♥❞❧✐❝❤❡ 7/❡✐❣/ ♦❞❡( ❢G❧❧/✳
❩✉❞❡♠ ❜❡7❝❤(❡✐❜/ ∇φα,h,s(x) ❞❡♥ ●(❛❞✐❡♥/❡♥ ❞❡( ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ❢✉♥❝/✐♦♥ ✉♥❞ ✇✐(❞ ✐♥ ❞❡(
♣(❛❦/✐7❝❤❡♥ ❯♠7❡/③✉♥❣ ❞✉(❝❤ ③❡♥/(❛❧❡ ❉✐✛❡(❡♥③❡♥ Dcu(x) ✐♥ ①✲ ✉♥❞ ②✲❘✐❝❤/✉♥❣ ❣❡✲
7❝❤G/③/✳
∂u
∂x
≈ Dcu(x) = u(x + 1)− u(x− 1)
2
✭✹✳✷✶✮
✹✳✺✳✶✳ $%♦❜❧❡♠❡ ✉♥❞ ❞❡%❡♥ ▲/0✉♥❣0❛♥034③❡
❉❡( ❣(Zß/❡ ◆❛❝❤/❡✐❧ ❜❡✐♠ ●(❛❞✐❡♥/❡♥✈❡(❢❛❤(❡♥ ✐7/ ❞✐❡ ❚❛/7❛❝❤❡✱ ❞❛77 ✐❤♠ ♥✉( ❞✐❡ ❧♦❦❛❧❡
❯♠❣❡❜✉♥❣ ③✉ ●(✉♥❞❡ ❧✐❡❣/✳ ❍✐❡(❛✉7 (❡7✉❧/✐❡(❡♥ ❞✐❡ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ F(♦❜❧❡♠❡ ❬❑✐♥✾✷❪✿
▲♦❦❛❧❡ ▼✐♥✐♠❛ ❲✐❡ ❜❡(❡✐/7 ❡(✇G❤♥/ ❜❡/(❛❝❤/❡/ ♠❛♥ ❜❡✐♠ ●(❛❞✐❡♥/❡♥✈❡(❢❛❤(❡♥ ♥✉( ❡✐♥❡♥
❧♦❦❛❧❡♥ ❇❡(❡✐❝❤✳ ❉❛❜❡✐ ❦❛♥♥ ❡7 ♣❛77✐❡(❡♥✱ ❞❛77 ❞❛7 ❱❡(❢❛❤(❡♥ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ▼✐♥✐♠✉♠
/❡(♠✐♥✐❡(/✱ ✇❡❧❝❤❡7 ❥❡❞♦❝❤ ♥✉( ❡✐♥❡ ❧♦❦❛❧❡ ❙❡♥❦❡ ✐7/✳ ❉✐❡7❡7 F(♦❜❧❡♠ /(✐// ✈❡(7/G(❦/
❜❡✐ 7/❡✐❣❡♥❞❡( ❉✐♠❡♥7✐♦♥ ❞❡( ❍②♣❡(❡❜❡♥❡ ❛✉❢✱ ❞❛ 7✐❡ ❞❛❞✉(❝❤ 7/G(❦❡( ③❡(❦❧c❢/❡/
✇✐(❞✳ ❉❡♠ ❦❛♥♥ ❞✉(❝❤ ❞❡♥ ❱❡(❣❧❡✐❝❤ ♠❡❤(❡(❡( ❉✉(❝❤❧G✉❢❡ ✈♦♥ ✈❡(7❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❙/❛(/✲
♣✉♥❦/❡♥ ❡♥/❣❡❣❡♥❣❡✇✐(❦/ ✇❡(❞❡♥✳
✸✵
 ❜❡#$♣#✐♥❣❡♥ ✈♦♥ ▼✐♥✐♠❛ ❍✐❡#❜❡✐ ❦❛♥♥ ❡( ♣❛((✐❡#❡♥✱ ❞❛(( ▼✐♥✐♠❛ ❡✐♥❢❛❝❤ 1❜❡#(♣#✉♥✲
❣❡♥ ✉♥❞ ♥✐❝❤5 ❞❡5❡❦5✐❡#5 ✇❡#❞❡♥✳ ❉✐❡( ♣❛((✐❡#5 ♠❡✐(5✱ ✇❡♥♥ ❡✐♥ (♦❧❝❤❡( ▼✐♥✐♠✉♠
♥✉# ✈♦♥ ❣❡#✐♥❣❡# #<✉♠❧✐❝❤❡# ❆✉(❞❡❤♥✉♥❣ ✐(5 ✉♥❞ ❞✐❡ ❙❝❤#✐55✇❡✐5❡ ❞❡( ❱❡#❢❛❤#❡♥( ③✉
❤♦❝❤ ❣❡✇<❤❧5 ✇✉#❞❡✳
❋❧❛❝❤❡ 2❧❛3❡❛✉$ ❊( ❦♦♠♠5 ✈♦#✱ ❞❛(( ❚❡✐❧❡ ❞❡# ❍②♣❡#❡❜❡♥❡ ♥✐❝❤5 ③❡#❦❧1❢5❡5 (✐♥❞✱ (♦♥❞❡#♥
❦❛✉♠ ➘♥❞❡#✉♥❣❡♥ ❛✉❢✇❡✐(❡♥✳ ❉❛❞✉#❝❤ ❦♦♠♠5 ❡( ③✉ ❡✐♥❡♠ (❡❤# ❦❧❡✐♥❡♥ ●#❛❞✐❡♥5❡♥✱
❞❡# ❞❛( ❱❡#❢❛❤#❡♥ ❞❛♥♥ ♥✉# (❡❤# ❧❛♥❣(❛♠ ♦❞❡# ❣❛# ♥✐❝❤5 5❡#♠✐♥✐❡#❡♥ ❧<((5✱ ❞❛ ❡#
❛✉❢ ❡✐♥❡# ❙5❡❧❧❡ (5❛❣♥✐❡#5✳
❖$③✐❧❧❛3✐♦♥ ❉❛( ❱❡#❢❛❤#❡♥ (♣#✐♥❣5 ❤✐❡#❜❡✐ ✈♦♥ ❡✐♥❡# ❙❡✐5❡ ❡✐♥❡( ❚❛❧( ❣❡♥❛✉ ③✉# ❣❡❣❡♥✲
1❜❡#❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❙❡✐5❡✳ ❉✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ●#❛❞✐❡♥5❡♥ (✐♥❞ ❣❧❡✐❝❤✱ ❧❡❞✐❣❧✐❝❤ ✐❤#❡ ❱♦#③❡✐❝❤❡♥
<♥❞❡#♥ (✐❝❤✳ ❉❡♠ ❱❡#❢❛❤#❡♥ ❣❡❧✐♥❣5 ❡( ♥✐❝❤5 ✐♥ ❞✐❡ ❚✐❡❢❡ ❛❜③✉(5❡✐❣❡♥✳ ❉❡# ❆✉(✲
❣❛♥❣(♣✉♥❦5 ❡✐♥❡# ❖(③✐❧❧❛5✐♦♥ ❦❛♥♥ ❛✉❝❤ ❡#(5 ♥❛❝❤ ❡✐♥✐❣❡♥ ❩✇✐(❝❤❡♥(❝❤#✐55❡♥ ✇✐❡❞❡#
❡##❡✐❝❤5 ✇❡#❞❡♥✳ ❉✐❡( ✇✐#❞ ❛❧( ✐♥❞✐#❡❦5❡ ❖(③✐❧❧❛5✐♦♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡5✳
❯♠ ❞✐❡ ❛✉❢❣❡③❡✐❣5❡♥ I#♦❜❧❡♠❡ ③✉ ❧J(❡♥ ♦❞❡# ❛❜③✉(❝❤✇<❝❤❡♥✱ ❣✐❜5 ❡( ✐♠ ❲❡(❡♥5❧✐❝❤❡♥
③✇❡✐ ▼J❣❧✐❝❤❦❡✐5❡♥ ❬❑✐♥✾✷✱ ❉❊❘✽✾❪✳ ❩✉♠ ❊#(5❡♥ ❦J♥♥❡♥ ❞✐❡ ■♥✐5✐❛❧✐(✐❡#✉♥❣ ✉♥❞ ❞✐❡ ●❡✲
✇✐❝❤5✉♥❣❡♥ ❞❡# ❚❡✐❧5❡#♠❡ ❛♥❣❡♣❛((5 ✇❡#❞❡♥✳ ■♥ ✉♥(❡#❡♠ ❋❛❧❧ ✇<#❡ ❞✐❡( ❞✐❡ ●❡✇✐❝❤5✉♥❣
c ❞❡( ❉❛"❡♥"❡%♠' ③✉♠ ❲❛❤#(❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐5(5❡#♠ ❞❡# ❋♦#♠✳ ❉✐❡ ❲❛❤❧ ❞❡( ❙5❛#5♣✉♥❦5❡(
❤❛5 ❡✐♥❡♥ ❣❛♥③ ❡♥5(❝❤❡✐❞❡♥❞❡♥ ❊✐♥✢✉(( ❛✉❢ ❞❡♥ ❱❡#❧❛✉❢ ❞❡( ❱❡#❢❛❤#❡♥(✳ ❊( ❦J♥♥❡♥ ❛❧(♦
♠❡❤#❡#❡ ❙5❛#5♣✉♥❦5❡ ✐♥ ✐❤#❡♠ ❊#❣❡❜♥✐( ✈❡#❣❧✐❝❤❡♥ ✇❡#❞❡♥✱ ✉♠ ❞❛( ❜❡(5❡ ❘❡(✉❧5❛5 ③✉
✇<❤❧❡♥✳
❉✐❡ ③✇❡✐5❡ ▼J❣❧✐❝❤❦❡✐5✱ ❞✐❡ (✐❝❤ ❜✐❡5❡5✱ ✐(5 ❞✐❡ #✐❝❤5✐❣❡ ❲❛❤❧ ❞❡# ❙❝❤%✐""✇❡✐"❡ ω ❞❡( ❱❡#❢❛❤✲
#❡♥(✳ ❉❛❜❡✐ ❜✐❡5❡5 ❡✐♥❡ ❣#♦ß❡ ❙❝❤#✐55✇❡✐5❡ ❡✐♥ (❝❤♥❡❧❧❡#❡( ❱♦#❛♥(❝❤#❡✐5❡♥✱ ❡#❤J❤5 ❥❡❞♦❝❤ ❞✐❡
●❡❢❛❤# ❞❡( X❜❡#(♣#✐♥❣❡♥( ✈♦♥ ▼✐♥✐♠❛ ♦❞❡# ✈♦♥ ❖(③✐❧❧❛5✐♦♥❡♥✳ ❊✐♥❡ ❦❧❡✐♥❡ ❙❝❤#✐55✇❡✐5❡
❜✐❡5❡5 ❣✉5❡ ❉❡5❡❦5✐♦♥(♠J❣❧✐❝❤❦❡✐5❡♥ ❛✉❝❤ ❢1# #<✉♠❧✐❝❤ ❦❧❡✐♥❡ ▼✐♥✐♠❛✳ ❉✐❡ ▲❛✉❢③❡✐5 ❦❛♥♥
❞❛❜❡✐ ❛❜❡# ❜❡✐ ✢❛❝❤❡♥ I❧❛5❡❛✉( ✐♥❛❦③❡♣5❛❜❡❧ ❧❛♥❣ ✇❡#❞❡♥ ♦❞❡# ❧♦❦❛❧❡ ▼✐♥✐♠❛ ❦J♥♥❡♥
♥✐❝❤5 ♠❡❤# ✈❡#❧❛((❡♥ ✇❡#❞❡♥✳ ❉✐❡ ❞②♥❛♠✐(❝❤❡ ❆♥♣❛((✉♥❣ ❞❡# ❙❝❤#✐55✇❡✐5❡ ③✉# ▲❛✉❢③❡✐5
❜✐❡5❡5 ❢1# ❡✐♥✐❣❡ ❞✐❡(❡# I#♦❜❧❡♠❡ ❡✐♥❡ ▲J(✉♥❣(♠J❣❧✐❝❤❦❡✐5✳ ❘❡'✐❧✐❡♥" /%♦♣❛❣❛"✐♦♥ ✐(5 ❤✐❡#✲
❢1# ❡✐♥ #❡❝❤5 ❡✐♥❢❛❝❤❡# ❆♥(❛5③ ✈♦♥ ▼✳ ❘✐❡❞♠✐❧❧❡& ✉♥❞ ❍✳ ❇&❛✉♥ ❬▼❘✾✷❪✳ ❉❛❜❡✐ ✇✐#❞
❞✐❡ ❙❝❤#✐55✇❡✐5❡ ✉♠ ❡✐♥❡♥ ❢#❡✐ ✇<❤❧❜❛#❡♥ ❲❡#5 ✈❡#❣#Jß❡#5✱ ✇❡♥♥ (✐❝❤ ❞❛( ❱♦#③❡✐❝❤❡♥ ❞❡(
●#❛❞✐❡♥5❡♥ ✐♥ ③✇❡✐ ❛✉❢❡✐♥❛♥❞❡# ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❙❝❤#✐55❡♥ ♥✐❝❤5 <♥❞❡#5✳ ➘♥❞❡#5 (✐❝❤ ❞❛( ❱♦#③❡✐✲
❝❤❡♥✱ (♦ ✇✉#❞❡ ❢♦❧❣❧✐❝❤ ❡✐♥ ▼✐♥✐♠✉♠ 1❜❡#(♣#✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❙❝❤#✐55✇❡✐5❡ ♠✉(( #❡❞✉③✐❡#5
✇❡#❞❡♥✳
❉✐❡(❡ ❆#5 ❞❡# ❙❝❤#✐55✇❡✐5❡♥❛♥♣❛((✉♥❣ ✇✉#❞❡ ❛✉❝❤ ✐♥ ❞❡# ♣#❛❦5✐(❝❤❡♥ ■♠♣❧❡♠❡♥5✐❡#✉♥❣
✈❡#✇❡♥❞❡5✳ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ✜♥❞❡5 (✐❡ ❥❡❞♦❝❤ ♥✉# ❜❡✐ ❞❡# ❲❛❤❧ ❞❡# ❙❝❤#✐55✇❡✐5❡ ❢1# ❞❡♥ ●#❛✲
❞✐❡♥5❡♥ ✈♦♥ α✱ ❞❛ ❞✐❡ ❙❝❤#✐55✇❡✐5❡ ❢1# ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ❛♥❞❡#❡♥ I❛#❛♠❡5❡# ✉♥5❡# ❯♠(5<♥❞❡♥
✉♥❦♦♥5#♦❧❧✐❡#5 (5❡✐❣❡♥ ❦J♥♥5❡✳ ❉✐❡( ❦❛♥♥ ❞❛③✉ ❢1❤#❡♥✱ ❞❛(( ●#Jß❡♥✲ ✉♥❞ I♦(✐5✐♦♥(✈❡#<♥✲
❞❡#✉♥❣❡♥ ❞❡♥ ❊✈♦❧✉5✐♦♥(❜❡#❡✐❝❤ 1❜❡# ❦#✐5✐(❝❤❡ ❊♥5(❝❤❡✐❞✉♥❣((5❡❧❧❡♥ ❤✐♥✇❡❣ ❜❡✇❡❣❡♥ ✉♥❞
❞❛♠✐5 ❡✐♥ X❜❡#❧❛✉❢❡♥ ❞❡# ❋♦#♠ ❜❡❣1♥(5✐❣❡♥✳
✸✶
✹✳✻✳ ❙❡❡❞❡❞✲❘❡❣✐♦♥✲●-♦✇✐♥❣✲❆♥0❛2③
❉❡" ❙❡❣♠❡♥'✐❡"✉♥❣*♣"♦③❡** *♦❧❧ ♥❛❝❤ ❞❡♠ *♦❣❡♥❛♥♥'❡♥ ❙❡❡❞❡❞✲❘❡❣✐♦♥✲●*♦✇✐♥❣ ❆♥*❛'③
✐♥✐'✐❛❧✐*✐❡"' ✇❡"❞❡♥✳ ❉❛❜❡✐ ✇✐"❞ ❡✐♥❡ ❙'❛"'"❡❣✐♦♥ ♥❛❝❤ ❞❡♠ ❘❡❣✐♦♥*✇❛❝❤*'✉♠*✈❡"❢❛❤"❡♥
❛✉* ❑❛♣✐'❡❧ ✹✳✶ ❡"③❡✉❣'✳ ❆❧* ■♥✐'✐❛❧ ✇✐"❞ ❡✐♥ ❙❛❛'♣✉♥❦' ❣❡*❡'③'✱ ❛✉* ❞❡♠ *✐❝❤ ❞❛♥♥ ❞✉"❝❤
❑♦♥'✉"❡✈♦❧✉'✐♦♥ ♠✐' ❍✐❧❢❡ ❞❡" ❊♥❡"❣✐❡♠✐♥✐♠✐❡"✉♥❣ ❞✐❡ ❜❡*'♠B❣❧✐❝❤❡ ❙❡❣♠❡♥'✐❡"✉♥❣ ❡♥'✲
✇✐❝❦❡❧♥ *♦❧❧✳ ❉✐❡* ❦❛♥♥ ♠❛♥✉❡❧❧ ♦❞❡" ❛✉'♦♠❛'✐*✐❡"' ❣❡*❝❤❡❤❡♥✳ ❉❛③✉ ♠✉** ❞❡" ❙❛❛'♣✉♥❦'
*❡❧❜*' ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❆♥*♣"D❝❤❡♥ ❣❡♥D❣❡♥✿
• ❉❡" ❙❛❛'♣✉♥❦' s ♠✉** ✉♥'❡" ❡✐♥❡" ■♥'❡♥*✐'F'**❝❤✇❡❧❧❡ τ ❧✐❡❣❡♥✳ ❉✐❡* *♦❧❧ ✈❡"❤✐♥❞❡"♥✱
❞❛** ❞❡" ❙❛❛'♣✉♥❦' ✐♥ ❡✐♥❡" ✇❡✐ß ❣❡❢F"❜'❡♥ ❩❡❧❧❡ ♦❞❡" ✐♠ ❩❡❧❧③✇✐*❝❤❡♥❣❡✇❡❜❡ ❧✐❡❣'✳
I(s) < τ τ ∈ R3 ✉♥❞ s ∈ Ω ✭✹✳✷✷✮
• ❊✐♥❡ ❣❡✇✐**❡ ◆❛❝❤❜❛"*❝❤❛❢' N ✉♠ ❞❡♥ ❙❛❛'♣✉♥❦' *♦❧❧'❡ ✐♠ *❡❧❜❡♥ ■♥'❡♥*✐'F'*❜❡✲
"❡✐❝❤ ❧✐❡❣❡♥✳ ❉❛❜❡✐ ✇✐"❞ ❞❡" ■♥'❡♥*✐'F'*✉♥'❡"*❝❤✐❡❞ ❞✉"❝❤ ❞✐❡ ❉✐*'❛♥③ ❞❡" ❋❛"❜✇❡"'❡
❜❡*'✐♠♠' ✉♥❞ ❞❛"❢ ❞✐❡ ❙❝❤✇❡❧❧❡ ǫ ♥✐❝❤' D❜❡"*❝❤"❡✐'❡♥✳ ❉❛❞✉"❝❤ *♦❧❧ ✈❡"❤✐♥❞❡"' ✇❡"✲
❞❡♥✱ ❞❛** ❡✐♥ ❙❛❛'♣✉♥❦' ③✉ ♥❛❤ ❛♠ ❘❛♥❞ ❡✐♥❡" ③✉ *❡❣♠❡♥'✐❡"❡♥❞❡♥ ❋♦"♠ ❧✐❡❣'
✉♥❞ ❤✐❡"❞✉"❝❤ ✉♥♥B'✐❣ ✈✐❡❧❡ ■'❡"❛'✐♦♥**❝❤"✐''❡ ♥♦'✇❡♥❞✐❣ ✇❡"❞❡♥✳ ❩✉❞❡♠ *♦❧❧ ❛✉*✲
❣❡*❝❤❧♦**❡♥ ✇❡"❞❡♥✱ ❞❛** ❞❡" ❙❛❛'♣✉♥❦' ♥✉" ✐♥ ❡✐♥ ❆"'❡❢❛❦'
✾
❞❡* ❇✐❧❞❡* ❣❡❢❛❧❧❡♥
✐*'✳
|(I(x)− I(s))| ≤ ǫ ǫ ∈ R ✉♥❞ x ∈ N *♦✇✐❡ N ⊂ Ω ✭✹✳✷✸✮
• ❉✐❡ ◆❛❝❤❜❛"*❝❤❛❢' ✉♠ ❞❡♥ ❙❛❛'♣✉♥❦' ❞❛"❢ ♥✐❝❤' ③✉ ❡✐♥❡♠ ❜❡"❡✐'* *❡❣♠❡♥'✐❡"'❡♥
❇❡"❡✐❝❤ S ❣❡❤B"❡♥✳ ❆✉❝❤ ❞✐❡* *♦❧❧ ❞✐❡ ❲❛❤"*❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐' ❡✐♥❡" ❘❛♥❞❧❛❣❡ ✈♦♥ s
♠✐♥✐♠✐❡"❡♥✱ ✈♦" ❛❧❧❡♠ ✐♥ ❇❡③✉❣ ❛✉❢ ❩❡❧❧❡♥✱ ❞✐❡ *❡❤" ♥❛❤❡ ❜❡✐❡✐♥❛♥❞❡" ❧✐❡❣❡♥ ✉♥❞
❞❡♥ *❡❧❜❡♥ ❋❛"❜✇❡"' ❤❛❜❡♥✱ ✇♦ ❡✐♥ Q❜❡"❧❛✉❢❡♥ ✐♥ ❡✐♥❡ ❛♥❞❡"❡ ❜❡"❡✐'* *❡❣♠❡♥'✐❡"'❡
❩❡❧❧❡ ♥✐❝❤' ❛✉*❣❡*❝❤❧♦**❡♥ ✇❡"❞❡♥ ❦❛♥♥✳
x /∈ S x ∈ N ✉♥❞ S ⊂ Ω ✭✹✳✷✹✮
❩✉" ■♥✐'✐❛❧✐*✐❡"✉♥❣ ❞❡" ❡✐❣❡♥'❧✐❝❤❡♥ ❋♦"♠❡✈♦❧✉'✐♦♥ ♠✉** ❡✐♥❡ ■♥✐'✐❛❧❢♦"♠ ❣❡❣❡❜❡♥ ✇❡"❞❡♥✱
❛✉❢ ❞❡" ❡✐♥ ❡"*'❡* *'❛'✐*'✐*❝❤❡* ▼♦❞❡❧❧ ❡"*'❡❧❧' ✇❡"❞❡♥ ❦❛♥♥✱ ✉♠ ❞❛"❛✉* ❡✐♥❡ ❜❡*'♠B❣✲
❧✐❝❤❡ ❆♣♣"♦①✐♠❛'✐♦♥ ❞❡" ✈♦"❤❛♥❞❡♥❡♥ ❇✐❧❞❞❛'❡♥ ✐♥ ❞❡♥ ❋♦"♠❡♥"❛✉♠ ③✉ *❝❤❛✛❡♥✳ ❉✐❡*
❣❡*❝❤✐❡❤' ❞✉"❝❤ ❡✐♥ ❡✐♥❢❛❝❤❡* ❋D❧❧❡♥ ❞❡" ♥❛❤❡♥ ◆❛❝❤❜❛"*❝❤❛❢'*✉♠❣❡❜✉♥❣ N ✱ ❢❛❧❧* *✐❡ ❞✐❡
❋❛"❜"❛✉♠❞✐*'❛♥③ ǫ ♥✐❝❤' D❜❡"*❝❤"❡✐'❡'✳ ❉✐❡*❡ ❡"*'❡ ❋♦"♠ ✇✐"❞ ❞❛♥♥ ♥❛❝❤ ❋♦"♠❡❧ ✭✸✳✶✸✮
❞✉"❝❤ ❡✐♥❡♥ ❋♦"♠✈❡❦'♦" α ❛♣♣"♦①✐♠✐❡"' ✉♥❞ ♠✐' ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❛♥❞❡"❡♥ ❛✉*❣❡❧❡*❡♥❡♥ U❛"❛✲
♠❡'❡"♥ s ✉♥❞ h ✐♥ ❞✐❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣✲❢✉♥❝'✐♦♥ φ D❜❡"❢D❤"'✳ ❉❛③✉ ✇✐"❞ ❞✐❡ ■♥✐'✐❛❧❢♦"♠ ③❡♥'"❛❧
✐♥ ❡✐♥❡ V✉❛❞"❛'✐*❝❤❡ ❇♦✉♥❞✐♥❣ ❇♦①
✶✵
❡✐♥❣❡❜❡''❡'✳ ❉✐❡ ❑♦♦"❞✐♥❛'❡♥ ❞❡" ♦❜❡"❡♥ ❧✐♥❦❡♥
❊❝❦❡ ❞✐❡*❡" ❇♦① ✇❡"❞❡♥ ❛❧* U❛"❛♠❡'❡" h ❤❡"❛♥❣❡③♦❣❡♥✱ ❞✐❡ ❙❦❛❧✐❡"✉♥❣ ❞❡" ❉✐♠❡♥*✐♦♥ ❞❡"
❇❡✐*♣✐❡❧❞❛'❡♥ ✭✐♥ ✉♥*❡"❡♠ ❋❛❧❧ ✶✵✵ ① ✶✵✵ U✐①❡❧✮ ③✉" ❆✉*❞❡❤♥✉♥❣ ❞❡" ♥❡✉❡♥ ❇♦✉♥❞✐♥❣
❇♦① ❣❡❤' ❛❧* U❛"❛♠❡'❡" s ❡✐♥✳
✾
❙❝❤♠✉%③♣❛)%✐❦❡❧✱ ❇✐❧❞❢❡❤❧❡) ♦❞❡) ❘❡4%❡ ❡✐♥❡) ③✉ ❦❧❡✐♥❡♥ ❩❡❧❧❡
✶✵
❊✐♥ ❡✐♥❢❛❝❤❡) ❣❡♦♠❡%)✐4❝❤❡) ❑:)♣❡)✱ ❞❡) ❡✐♥ ❦♦♠♣❧❡①❡4 ❞)❡✐❞✐♠❡♥4✐♦♥❛❧❡4 ❖❜❥❡❦% ♦❞❡) ❡✐♥❡♥ ❦♦♠♣❧❡①❡♥
❑:)♣❡) ✉♠4❝❤❧✐❡ß%
✸✷
✹✳✼✳ ❩✉%❛♠♠❡♥❢❛%%✉♥❣
❱❡"#❝❤✐❡❞❡♥❡ ❣"✉♥❞❧❡❣❡♥❞❡ ❙❡❣♠❡♥.✐❡"✉♥❣#❛♥#0.③❡ ✇✉"❞❡♥ ❜❡."❛❝❤.❡.✳ ❉✐❡#❡ ♠6##❡♥ ✉♠
❑♦♠♣♦♥❡♥.❡♥ ❡"✇❡✐.❡". ✇❡"❞❡♥✱ ✇❡❧❝❤❡ ❞✐❡ ❋♦"♠ ❞❡" ③✉ #❡❣♠❡♥.✐❡"❡♥❞❡♥ ❇❡"❡✐❝❤❡ ♥0❤❡"
❜❡#.✐♠♠.✳
❍✐❡"③✉ ✇✉"❞❡♥ ❇❡✐#♣✐❡❧❞❛.❡♥ ♥❛❝❤ ❜❡#.✐♠♠.❡♥ ❱♦"❛✉##❡.③✉♥❣❡♥ ❛✉#❣❡✇0❤❧. ✉♥❞ ❞✉"❝❤
❞✐❡ #.❛.✐#.✐#❝❤❡ ▼❡.❤♦❞❡ ❞❡" ❍❛✉♣.❦♦♠♣♦♥❡♥.❡♥❛♥❛❧②#❡ ❛✉❢❜❡"❡✐.❡.✳ ❊✐♥❡ ❑♦#.❡♥✲ ♦❞❡"
❊♥❡"❣✐❡❢✉♥❦.✐♦♥ 6❜❡" ❞❡♥ ❲❛❤"#❝❤❡✐♥❧✐❝❤❦❡✐.❡♥ ❞❡" ❙❡❣♠❡♥.✐❡"✉♥❣#❡"❣❡❜♥✐##❡ ✇✉"❞❡ ❛✉❢✲
❣❡#.❡❧❧. ✉♥❞ ✐♥ ❡✐♥❡ ♣❛"❛♠❡."✐#✐❡".❡ ❉❛"#.❡❧❧✉♥❣ 6❜❡"❢6❤".✳ ❩✉" ▲G#✉♥❣ ❞❡# ❊♥❡"❣✐❡♠✐♥✐✲
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